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时 这 


这 是 一 本 为 统计 与 慨 率 专业 而 写作 的 教材 ， 考 察 概 率 论 与 数 
理 统 计 发 展 过 程 ， 测 度 论 不 伍 已 经 成 为 概率 论 ， 峙 别 是 随机 过 程 
论 的 基础 ; 而 且 对 于 数理 统计 来 说 ， 很 多 基本 概念 和 问题 ， 离 开 
了 测度 论 很 难说 清楚 , 这 与 三 十 年 前 的 情况 大 不 相同 , 从 发 展 看 ， 
这 种 依赖 测度 论 的 趋势 将 在 未 来 的 世纪 中 天 天 加 强 . 因此 我 们 认 
为 在 统计 与 概率 专业 中 应 该 学 习 以 测度 论 为 基础 的 概率 论 基础 ， 
为 此 只 党 经典 的 实 变 函数 论 是 趟 够 的 ， 需 要 学 习 源 度 论 ， 而 在 讲 
授 测 度 论 时 ， 如 果 充 分 以 经 典 的 “长 度 ” 和 概率 概念 为 融 景 ， 是 
可 以 不 当先 修 实 变数 函数 论 的 ， 本 书 就 是 在 这 种 认识 下 编写 的 ， 
其 目的 是 肴 望 它 能 驶 作为 在 不 先 修 实 变数 函数 论 的 条 件 下 ， 学 可 
测度 论 基 础 和 以 测度 论 为 基础 的 概率 论 的 教材 ， 所 以 我 们 在 测 意 
论 的 内 容 之 前 ， 编 写 了 集合 、 势 以 及 距离 空间 等 题材 . 

介绍 距 高 空间 ， 更 重要 的 是 由 于 现代 概率 论 以 及 某 些 数 理 统 
计 的 题材 更 适宜 于 以 距离 可 测 室 间 上 的 概率 测度 为 框架 、， 介 绍 这 
方面 的 必要 知识 ， 可 以 使 测度 和 丢 率 的 一 些 性 质 在 距离 空间 的 基 
础 上 讲授 , 以 使 学 生 具 有 更 广泛 的 基础 , 便于 以 后 的 学 可 和 应 用 . 
当然 如 果 学 生 在 学习 本 书 之 前 ， 已 经 学 习 这 距离 空间 的 知识 ， 自 
然 就 可 以 越过 这 一 段 或 作 简 单 地 复习 ， 这 种 想法 来 自 一 个 更 广泛 
的 考虑 ， 即 教材 要 透 点 学 生 的 水 平 ， 同 时 也 应 该 适应 学 科 的 现代 
发 展 ， 本 书 除 了 将 测度 与 概率 尽量 建立 在 焉 离 空间 的 框架 上 外 ， 
对 于 有 关 的 题材 也 向 这 方面 作 了 一 些 努 力 ， 人 例如， 在世 中 介绍 了 
Hausdor 季 维 数 的 概念 ; 证 明了 完备 可 分 距离 空间 的 无 穿 维 乘积 空 
间 上 的 KonmoropoB 梓 容 性 定理 等 ， 


实际 情况 告诉 我 们 : 测度 论 吕 然 是 概率 论 理 论 的 必要 基础 ， 
但 是 有 对 出 现 学 了 前 者 而 不 能 很 好 地 应 用 于 后 者 的 情况 困 此 我 
们 认为 在 统计 与 概率 专业 的 载 学 中 , 将 二 者 结合 讲授 是 适宜 的 . 这 
种 看 法 也 许 得 到 凡 率 统计 的 许多 间 乞 的 赞同 ， 因 为 我 们 和 王 售 下 
教 浸 仓 著 的 《概率 论 基础 》 [YWL] 曾经 得 到 广泛 的 传播 . 本 书 仍 
然 按 照 这 种 观 训 设计， 但 是 上 述 著作 有 其 不 便 之 处 ， 饲 好 费 了 人 绢 
多 篇 幅 讲 解 多 维 分 布 的 情形 ， 作 为 参考 检 料 可 以 ， 作 为 教材 则 一 
溺 技 术 细 节 容 易 分 散 学 生理 解 方法 的 实质 的 努力 ， 因 此 本 书 在 分 
布 函 数 决定 测度 ，L--5 欢 分 , 特征 函数 等 题材 上 , 讲解 一 维 情形 ， 
但 注意 方法 的 一 般 性 ， 和 希望 能 收 到 举一反三 的 效果 . 

本 书 虽然 是 为 统计 与 概率 专业 而 写 ， 但 是 如 果 只 采用 第 一 至 
第 五 章 以 及 第 六 、 七 、 八 章 的 前 一 部 分 ， 也 可 作为 其 它 专业 的 测 
度 论 或 实 变数 函数 论 课 的 教材 或 参考 书 ， 将 有 关 慨 率 的 一 些 概念 
华为 一 般 测 度 的 具体 例子 , 也 许 对 学 生理 解 测 度 论 的 作用 有 帮助 ， 
而 且 还 可 以 扩 太 学 生 的 知识 面 . 

本 书 经 过 我 们 先后 在 北京 师范 大 学 数学 系 的 统计 与 概率 专业 
试用 四 次 .村 演 兵 各 张 余辉 两 位 先后 帮助 部 分 地 整理 笔记 ， 录 入 
软盘 ， 指 出 错误 ， 对 此 我 们 表示 深 深 的 感谢 ! 我 们 还 要 感 诬 那 些 
对 讲课 提出 意见 的 听课 同学 ， 他 和 们 的 意见 使 得 本 书 有 可 能 更 加 站 
用 ; 号 谢 潘 淑琴 ， 何 青 和 韩 丽 娟 对 编辑 工作 的 指导 ， 最 后 我 们 要 
特别 提出 : 没有 北京 病 范 太 学 原 当 然 笠 学 处 ， 出 版 委员 会 和 出 此 
社 的 支持 和 浪 恨 资助 ， 本 书 将 难以 出 版 ， 对 此 我 们 表示 里 心 池 感 
谢 1! 
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第 一 章 集合 ， 映 射 与 势 


51. 集合 及 其 运算 


1. 一 个 给 定 的 集合 (或 称 为 集 ) 是 指 具 有 茶 种 性 质 的 事物 的 
全 体 ， 组 成 集合 的 每 个 捉 物 称 为 该 集合 的 元 素 ! 或 称 为 元 }. 

设 4 是 一 个 集合 ，4 是 4 的 元 素 ， 则 记 作 a < A( 读 作 “a 属 
于 47 或 43a( 读 作 “4 包含 a*). 车 a 不 是 4 的 元 素 ， 则 记 成 
0 区. 

给 出 集 侣 时， 一定 要 有 明确 规则 判定 :个 事物 是 徊 是 它 的 元 
素 . 事实 上 , 这 不 算是 定义 ，“ 元 素 "” 和 “ 集 台 ”是 不 定义 的 名 词 ， 
还 有 一 个 不 定义 的 关系 一 “ 属 十 ". 这 些 是 属于 集合 论 的 公理 化 问 
题 , 有 些 如 拓扑 方面 的 书 部 设 一 附录 说 明 , 这 里 就 不 再 仔细 推 项 . 

以 后 … 般 用 大 宇 字 母 4, PC, 表示 集合 ， 用 小 写字 母 
0.b.c,…… 表示 元 素 ， 不 够 用 时 可 加 各 种 足 码 . 

有 时 用 描述 法 给 出 集合 ， 即 用 {…:…]} 或 {.…|… 表 - 
示 集 合 ， 插 号 中 “*” (相应 地 “| 号 之 前 表示 元 的 记 法 ， 之 后 表 
示 该 集合 的 元 所 具有 的 性 质 ， 例 如 : 设 及 为 实数 集 ，{fz: ze 
吏 ,1 < zs<2)} 或 1zE 开 :1< | 中 近 2 表示 绝对 值 大 于 1 
而 不 超过 2 的 全 体 实 数 作 成 的 集合 ， 又 例如 ， 设 CC 表示 复数 集 ， 
{fzefR:l<tils2l 表 和 示 模 大 于 1 而 不 超过 2 的 爹 体 复数 . 

有 时， 用 列举 法 即 用 {…. } 表示 集 ， 插 号 中 “….…" 列 出 了 该 
集合 的 所 有 元 ， 例 如 : {2,3,4.5,8】} 表示 由 2. 3, 4, 5, 8 组 成 的 
集合 ， {uv} 表示 由 wu,* 组 成 的 集合 . 


若 集 台 4 的 开 只 有 有 限 多 个 ， 则 称 4 为 有 限 集 . 和 骆 则 称 为 
无 限 集 . 不 含 任何 元 素 的 集合 称 为 空 集 , 例如 {x € RR: xl < 0), 
{rc 人 信 

站 十 旧 还 暂 符 村 ” 直 责 存在 ， 7” 家 而 “对 一切” (或 “对 
任何 " 记号 然 获 集 2.， |} 为 当 . 刺 数 集 为 2, 非 负 整 数 集 为 
. 

3. 定义 设 4.8 是 同 个 集合 : 

1) 集合 4 包含 集合 B (i 记 作 Bc A 或 4 2B) 是 指 对 一 切 
zeEB 必 有 rEA. 

2) 集合 4,B8 相等 ( 记 作 4 = B) 是 指 : AcCcB 有 BcA4. 

- 车 4 cB, 则 称 4 为 B 的 子 集 : 齿 还 有 和 4 了 半 BB{ 芭 存在 yeEB 
使 了 & 4 则 称 4 为 吕 的 真子 焦 . 记 作 4S B. 约定 空 集 信 是 
. 性 何 集合 的 子 集 . 

关系 “<” 具有 旭 自 反 性 : 对 任何 集合 A C A; (i) 传递 性 : 
若 ACcB,BCC, 则 有 4 COCO, Gi 反对 称 性 : 若 A4cB 有 HBC A 
WA=B. 

全 ，{ 放 .fiii 表 有 交集 类 对 关系 “c” 作 成 一 个 偏 订 集 . 


3. 集合 的 运算 
为 了 以 后 书写 方便 ， 我 们 有 用 符号 4 := B 表示 4 用 B838 定 


设 A.B 是 两 个 给 定 的 集合 ， 定 区 

站 JB: 二 {rir 或 zeEB} 称 闵 4,8 的 并 集 : 

4 个 BB:= {7:7TE4 且 xEB), 称 为 4.B 的 交集 ; 

4 了 :=fTzrirg 上 上 昌 z 吾 ) 称 为 4 日 的 羔 集 ， 

当 瑟 CAA 时，4\B 也 称 为 F 对 4 的 祭 集 ; 如 果 只 考虑 基 
固定 集合 9 的 了 集 时 . 特 R\B={xzeR:wm¥B} 称 为 8 的 
余 集 , 记 作 B*. 


91 。 柴 1 入 二] 六 i 


AAB={2z:zEd4 且 xz#B 或 rE BHzr#FATY. 称 为 A.B 
的 对 称 差 . 实际 上 ， 44AB= (4 BIDU{BA Ad， 


(jj 4:= {xz:daeElL, 佑 zeE A }: 


门 4- :=Taz:gwceaE 工 均 有 zxz EA, }. 


其 中 1 为 一 指标 集 . 


例 1 洪 A := (n,n 十 1 B, := {0, 1]. Cn := (n,n + 1), 
z=0,1,2...……, 


U 二 nn 一 (0,o0): U BB, = (0, 20): 
n=0 二 员 
U C= (0%0)\N: N= Uf{z). 
1 二 们 TE 
例 2 若 4; := {0,14).B, := {0.1-#).n=1.2,3,..…. 则 
An =00, 1 U B= (0.1). 
n= ni=0 


下 列 各 定理 的 证 遇 是 容易 的 【请 读者 作为 习题 目 证 ). 
4, 定理 集合 的 交 、 并 运算 上 其 有 下 列 性 质 : 


1) 4DU4=4，4m 和 = 由 (可 等 性 ) 
2) AUB=BUA, ANMB= BNA; {变换 律 ) 
3 (AUB}UC= AU(BJO)., 

(ANBINGC= AM(BNOY. (结合 律 } 
4 (AUBINC= ANCIU(BNO). 

{ANBIUC= (AUC NIBUOCY. {分 配 律 ) 


5, 定理 集合 的 闫 运算 具 有 下 列 性 质 : 
tAVBINC=tANC (BNO); 
2) (A\ B)\C= A\(BUO), 


条 六 集 导 上 肛 肝 与 娘 


3 莽 4BcOMNA4B=ANB' 
4 变 名 直 任意 一 个 信介，{ 4。6:0 E77} 起 介 的 一 族 子 集 ， 


则 有 


= {RQ A}. 
-Uv a) 
rET 


2 S 
on a 
4) 称 为 de Morgan 法 则 . 
6. 定义 设 {14 :ma 为 一 集 序列 ， 称 
lim 4。 := {x :2 属于 4,.n € N, 中 的 无 穷 多 个 } 


为 此 集 序列 的 上 极限 . 称 
im A :二 {z:z 不必 十 4,,n EEN, 中 的 有 限 多 个 } 


为 此 集 序列 的 下 极限 . 癌 


Lim An = lim A,, 


用 一 


则 称 {4;} 沁 1 的 极限 存在 , 而 上 式 中 的 共同 集合 称 为 此 集 序列 的 


极限 , 记 作 lim = 用 
若 Cc A ry CE 村 . 则 称 {42 单调 增 ， 记 作 An 1; 若 
A > dnt1 玉生 了 S， 刚 各 {4}? ?单调 碱 ， 记 作 An |. 单调 增 和 单 


凋 减 集 序列 统称 为 单调 集 列 . 
7. 定理 设 {4, :ne } 为 任 -- 集 序列 ， 
1) iu A, = 站 2, A bE An = Li MN ak: 
若 1an 单调 ， 则 Lian a. 存在 日 
， | U 和 i 若 14,} 单 调 增 ; 
lim A, = 
门 4n， 若 {44} 单 调 减 . 


1。 梨 合 及 其 运算 
吕 需 注意 : 


lim A, = {7x: TneNd>n. 全 we A.}: 


T+ 


lm 本， - {xz:IneN. 使 wm A.}. 


详细 证 明 留 作 己 题 ， 
8. 例 ， 设 


4 | 五 ， 当 n 是 偶数 ， 
Cc 当 n 足 奇数 . 
则 由 定理 ?7 知 


Lim A,= BUC; 
Ti 
ln 4n = BNC. 


Ti 


9. 定义 设 是 -给 定 的 非 空 集 ， 4 居 史 . 则 称 卫 数 
Tatz) = | 1， 工 EA: 
[| 
为 4 的 示 履 阔 数 . 有 时 也 记 成 xa. 

对 于 2 的 一 切 子 集 来 说 ， I 完全 刻 划 4. 14 与 和 4 之 间 
一 对 应 , 它 是 联系 集 台 与 图 数 购 一 个 重要 工具 , 需要 郊 练 运用 , 化 
与 集合 的 关系 为 下 述 定理 所 述 . 

10. 定理 给 定 不 空 集 台 中. 设 下 述 集合 都 是 8 的 子 集 ， 则 

1) A=N oe Tlr)=1. A4A=@ Tar) 兰 0; 

2) 4CBO ri < Tp{r). Oe— 切 xz € RN; 

3) Tj 4 7) = may Tale), 


IN., A (TX) = iy La, {2). 对 一 切 x 
4) Thm (rz) = im Tausfz)，Tlim au = lim aufz 


nm Ni 也 一 


' 第 -- 章 。 集 合 ， 跑 射 与 
因而 lm 4,, 存在 <> lm ra, 存在 ( 即 对 任何 z e 9, lim Ta 人 
存在 )， 且 了 in 4 一 Jam TA... 

证 明 1) 、2) 、3) 留 作 当 葛 ， 我 们 只 证 信 : 


了 


n 


(2) = I UE A (7) = mm 有。 全 人) 
-Re fa) = i RD 14 (©) = 8 Je 7), 


Thim 4 (3) = I fees d(T) = max gain Fas(z) 


n= 


= sup inf Ta {zr} = lim Ta, lx). 口 
n> noo 


习题 

1 证明: (AUB)\B=A<> ANB= 9, 

2. 证 明 : (A\BIUB=A> BCA. 

3. (4\ 有 UGC 一 4\(B\O) 成 立 的 充分 必要 条 件 是 什么 ? 
4. 证 明 下 述 等 式 : 

1) 4m 吾 = A\ (A\B): 

2) A\(B\C)= (A BLU(ANG); 

3) A\(BNC) =(4\ BU(ANO); 

4) A\ (BUC)= (4\ BN(ANO): 

5) (4A\ BINIC\ DI= CATO (BUD). 

6) (AAB}AC' = AA(BAO): 

7) (AAB}INC = (ANOA(BNO):; 

8) BN {oer Ao) = Uer(B nA) 

9) 吾 L 门 cr A 一 ferlB U Ao). 

5, 下 列 等 式 是 备 成 立 ? 若 不 成 立 ， 有 怎样 的 包含 关系 ? 
AU(B\C = (AUB)\ AUTO. 


和 1 集 让 总 项 就 入 


2 AU BAO = (4JBIALUC) 
3] A {BU CO) = (BUA YO); 
4 (4% BC- (AUCI,B. 
6. 试 化 简 集 合 1 有 CU BC)). 
7. 设 4 1.2..… 为 单调 减 集 序列 ， 则 有 
{全 4 (A An 
:= (N44)U(U! +1)) 


nn 二 ] 
生 右 增 各 项 里 夺 相 交 - 


8. 设 中 为 的 一 切 子 集 组 成 的 集 类 ， 刚 中 对 集合 的 交 (看 
成 乘法 ) 、 对 称 差 (看 成 加 法 } 运算 作成 -- 个 环 ， 有 是 单位 元 ， 


(9) 


90. 设 134 n= 二 1,2....1} 是 一 集训 仿 B = A B= 
4 人 LI 4 则 号 二 1,2..… 两 两 不 交 ， 县 
U 4 =U Brn. 


10. 试 证 明定 理 7 


11. 试 举 一人 44: 二 1.2,…} 不 单调 ， 但 im A 存在 的 


例 . 
12. 设 
Azkg+1 = [0. 2 — 了 
2 十 1 k=1.2,. 
ak = [DT ~ 二 2 
试 求 lm 4。 和 Bm 4 
n= 


13. 给 定 和 白 然 数 m 及 mL 个 集合 Be,: 1 Br,_1, 设 A,, 


当 m 整除 一 时， 斌 求 lim A，， im 岂 


LL 


= Bix, 


14. 试 证 定理 10 的 1 、2) 、3). 
15. 设 A,B CO 试 将 Tz,Tac, Taag 用 Ia, Ts 表示 出 米 . 


32， 上 映射 与 势 


3， 定义 映射 了 : 4 一 B 是 指 对 -- 切 z & 4, 存在 唯一 
的 y EB, 使 得 f(z)=y 称 为 了 的 定义 域 对 下 cc Ah, 称 
fF) := {yeE8B8: 存 在 ze 下, 使 得 f(z) =y} 为 在 f 之 下 的 
象 , 而 称 A{4) 为 了 的 值 域 (显然 应 有 f{A4) Cc B}. 车 有 f(A4) = 8B， 
则 称 7 是 满 射 ; 若 由 f(z1) = f{zz) 必得 z1 = xz, 则 称 了 是 单 
射 ; 若 了 既是 单 射 浆 是 满 射 ， 则 称 了 是 4 到 口上 的 一 一 映射 ( 双 
射 )， 
设 了 是 4 到 吾 的 映射 ，9 是 互 到 吕 的 映射 ， 则 把 由 等 式 
gof{tr) := gf(tr)), Yr E44, 
定义 的 映射 go f :4 一 C 称 为 g,f 的 复合 映射 
注意 : go 与 fog 是 不 同 的 ， 且 在 上 述 情形 fog 未 必 有 
设 了 :4 斑 瑟 , 则 
fy := {reA: fz)=y}.yeB; 
TI(F):= {reA: ccc 


且 称 六 :CE 为 下 在 了 之 下 的 道 象 . 
下 面 给 出 象 与 道 象 的 -一 些 性 质 : 设 40.41,A2 C 4,Bi, Bc 


B. 
1) A CC Az = FAY © F(A2); 
2) HA1 4 A2) = fA) YU FA2); 
3) fiA1n A2) C FTA N f(A2); 
4 FB vB) = Ff 1(B) Uf (BB2); 


$2， 喘 时 与 扫 9 


3 FI BN B.- 
6) 上 a) - SE 
站 可 丰 多 FE 奶 到 4 上 的 道 
映射 f= 人 任 作 yA4). 
注意 此 时 了 于 人 上 让 的 了 1) 的 意 交 不 同 ， 
2. 定义 pe 号 秀 存 让 4 到 8B 的 一 一 辽 射 ， 则 称 
与 BB 对 等 , 记 作 ,1 - 


例 1 NN~2N := 12 下 


对 等 关系 “~" 满 是 : 

(i) 自 反 性 : 对 任何 集合 4 有 4 ~ 4: 

位 ) 传递 性 : 车 A~B,B~C, 则 A~ 人 C: 

Qi) 对 称 性 : 车 4~B. 则 B~A. 

因此 对 等 关系 是 一 -个 等 价 关 系 ， 按 对 等 关系 组 成 的 集 类 称 为 
此 类 中 的 集合 的 势 . 对 等 集 组 成 的 类 中 集合 的 势 相 同 . 集合 4 的 
势 记 作 4. 设 < N. 则 县 有 n 个 元 素 的 集合 作成 的 类 是 一 个 等 
价 类 ， 这 类 集合 的 共同 标志 是 有 个 元 素 ， 因 此 可 以 认为 此 类 集 
合 的 势 为 n. 对 于 无 限 集 的 情形 则 不 同 ， 请 看 下 例 . 


例 2 (一 1,1) ~ 民 . 取 上 映射 ”f(z) = .x E(-1.1), 则 是 
(-1, 1) 到 及 的 -一 映射 . 

例 3 1, 11I~[-1, 1). 

注意 到 


BIN FB,): 


1 1 
LN\Ul ENIU{1D=LD)\ (1l- :neN), 
而 


11 一 二 : neEN}JU{1}~{1- :neN}. 


10 第 一 -总 党 会 ， 映 射 与 势 


这 是 因为 可 取 -~ 映射 
1 1 


了 :7 一 二 1 让 


实际 上 , 无限 集 能 和 它 的 真子 集 寺 等 . 而 有 限 集 哆 不行, 有 此 
合 论 的 专著 就 是 利用 这 - -事实 定义 有 限 集 和 无 限 集 ， 玉 用 

自然 数 表 示 有 限 集 的 势 . 

由 上 述 例 2 可 以 看 出 : 有 时 很 容易 从 开 李 上 看 出 是 对 等 的 集 
合 ， 如 C1. 引 和 [1 但 是 汪 果 其 对 等 却 并 下 容易 . 为 地 我 们 证 
明 下 面 的 定理 ， 

3. 定理 (F. Bernstein)， 给 定 集合 4,B, 若 存 在 4 忆 4， 
BCB 有 EA 和 ~BP~A4 风 4~B. 

证 明 (i) 首先 给 出 一 个 事实 《证 昭 轩 作 习 题 ): 没 {4, :ae 
了 }, { Bs: a & 了] 是 两 个 集 类 ， 昌 小- 雪 a ET 4 ~ Bo. 
4a a ET 两 两 4 次 ， Bs. a ET 两 两 不 从， 人 则 
(I Aa ~ () Bo. 

crEl 


cE 

{i) 设 5 是 4 和 天 记 的 一 一 鼎 射 ，y2 是 B 到 41 的 :一 一 
爱 射 . 令 42 := mafB 则 4 一 Bi 一 4 由 PLCB 知 
4z 二 Pp2(B1) C palB) = 4, 和 wz 也 是 局 到 A 的 一 一 旺 射 ， 
即 亡 ~ Az, 所 以 有 

A~ 日 42C Al. 

令 Bz := pAi) ,As := pafBal 由 By CC F144) = Bi 知 
及 3 区 P2(B1) 一 A2. 由 Pl 是 和 Ai 到 Bo 的 -~ 一 -上 映射， 2 是 五 2 到 | 
4as 的 一 一 映射 ， 有 41 ~ Bo, Bs ~ A43. 从 而 

41 由 3a， 上 3 人 岂 3. 


之 1, 


类 似 地 令 
Bn := pi An 1), Ant1 := Pal Bn), n> 3, 


可 


52 迪 射 与 势 11 
得 {14 :下 E 六 ,满足 
A Al DAs 
且 在 同 -映射 p= wz ol 下 各 
了 
A ~ A 


| 人 AN 4 (RAINSIAAzIa2A As 
:一 (站 N 4 An) UN AD UAz\ As) UL As \ A U.., 


上 述 两 式 右 端 部 是 万 不 相交 的 集合 之 并 ,注意 到 在 同 -映射 下 
有 


A A ~ As' As, 
区 > \ 六 六 二 4 " As 
(2 、 


{为 什么 ?】 利用 外 中 的 事实 及 (1) (2), 即 得 4 ~ 41， 已 知 
有 4 ~ 电 , 赂 得 妆 ~ B， 口 

和 .推论 车 ACBOCHAA~C 风 A~B~C. 

证 明 由 C=- BBA 及 C~ A. 8 ~ B, 应 用 定理 3 即 得 
0~B. 

5. 例 用 到 表示 全 体 实 数组 成 的 集合 ， 则 及 中 的 任何 有 限 
区 间 及 无 限 区 间 者 与 及 对 等 ， 即 对 任何 @, b € RR,， 0 < 

lob ~ (od ~ aD ~ ~ {00 ~ (0, 00) ~ 


12 ， 第 -' 章 ”党 合 ， 痢 射 与 教 


证 明 我 们 知道 (a,8) ~ (一 1.1) ~ 区, 作 
(oa) ad CR (ob ce la.db} eR, 
(Ge CC [eb CC Ra) CC {a, 90) CC eR, 
[本 
南 此 及 推论 知 及 中 的 任何 有 限 区 间 及 无 限 区 间 与 有 对 等 ， 口 
” 注 对 于 (a.D~ (qa. 也 村 象 前 面 证 明 (i. ~ (4 - 培 
的 方法 征明 . 事实 上 ， 只 要 在 ta. 闪 中 有 取出 一 个 集合 fan,n EN}. 
例如 ， 令 


oa n=1.2,... 
出 
(BaneEN}= {a0 \ {({ er.n EN}U{ED), 
因而 对 等 ， 而 
{f an 下 后 六 一 和 en 人 ES 
即 


于 是 {a,b ~ (a, tl. 
习题 
1. 证 明定 理 3 的 证 明 外 中 所 提出 的 事实 ， 
2. 试 作 开 上 半 平 面 与 开 单 位 圆 间 的 -一 映射 . 
3, 设 集合 4 有 闫 个 元 带 (2 = 1.2,…), 在 4 的 子 集 和 它 的 
余 集 (对 4) 间 建 立 一 一 对 应 ， 由 此 证 明 
CX = Cm, 0<ken. 


其 中 cx 表示 从 个 元 中 取出 个 元 的 组 合 数 . 


8 代数 集 1 
和， 可 数 集 

1. 定义 若 4 ~ 则 称 4 为 可 数 集 (或 可 列 集 1. 可 数 集 村 
的 势 记 作 Ro. 读 作 “ 阿 放 夫 备 .不 是 可 数 集 的 无 限 集 称 为 不 可 数 
集 . 

本 节 和 下 地 训 论 可 数 集 与 不 可 数 集 ， 特 别 要 指出 -一些 池 风 集 
哪些 是 可 数 集 . 哪些 是 不 可 数 集 . 这 十 很 有 用 的 , 因为 本数 与 不 林 
数 情 形 常 常 有 本 质 的 不 同 . 

例 1 偶数 集 ， 奇 数 集 ， 整 数 集 都 是 可 数 集 . 

2. 定理 任何 无 限 集 必 会 有 可 数 子 集 . 

证 明 设 4 为 无 限 集 ， 从 4 中 取出 一 元 素 记 为 tt， 因 为 4 
是 无 限 集 ， 所 以 4 { al } 非 空 ， 从 中 取出 一 -元 素 记 语 42. 显然 
22 关 &l 设 已 从 4 中 取出 起 不 相同 的 元 素 a1.az.… ,tny [为 有 4 
是 限 集 ， 4 Hl 底 2+ On } 非 空 ， 还 可 以 从 中 取出 元 素 Un+41. 
显然 它 不 同 于 at aa ,ae 由 归纳 法 ， 得 到 了 4 号 不 相同 的 
元 素 组 成 的 集 人 台 4 = {a .Qn Cd4. 显然 41 是 4 的 林 
数 子 集 ， 口 

3. 定理 1) 可 数 集 的 丁 集 侍 多 可 数 ; 

2) 着 4 是 可 数 集 ，B 是 有 限 集 ， 则 4 UB 为 可 数 集 . 

证 明 1) 设 4 为 可 数 集 ， 将 4 中 元 素 编号 如 下 : 


le 


££B 是 4 的 任 一 瞧 宝 子 集 ( 蔡 B8 = 人 9, 结论 显然 成 立 1 民 BB 中 
记 素 是 上 述 序 列 的 -个 子 列 即 

B={ an an}. 
旦 码 pnae nk ,中 如 有 最 大 省 ， 则 B 是 有 限 集 ， 否 则 8B 
与 无 限 集 ， 让 ax 与 对 应 ， 即 知 B 为 可 数 集 ， 


1i 汕 齐集 里 岂 全 十 势 
2) 记 相 一 { 1 }.B'\4 一 { bi, ba,. ‘bm } { 设 
B'\ 和 4 有 mw 个 元 素 ), 则 AUB= {Biba ,bm :dn } 
也 是 可 数 集 ，， 口 
例 1 至 ={ftnnn: nmegE} 和 @( 有 理 数 集 ) 都 是 可 数 
集 . 
证 明 下 面 定 义 的 #: 
£0) := 0, 22 1) :=n,p(2n)= ~n, n>1 
是 Z| 到 ZzZ 的 一 一 映射 (为 什么 ? ), 因而 如 下 定义 的 
5: Gn = (pm) Pn) mn}e 2 
为 到 到 22 的 -- 一 映射 ， 所 以 有 22 ~ 23. 
若 将 于 的 元 按 如 下 方式 排列 : 


(0.0) 一 (0.1 (0.2) — {0,3) 一 . 
7 / 7 
{1.0) (1,1) (1,2) {1,3) . 
| 7 A a A 
(2.0) {2,1) (2,2) (2,3) . 
~ pa A pa 
(3.0) (3,1) (3,2) (3,3) . 
| pa A pa po 
(4,0) (4, 1) (4,2) (4, 3) . 
we 人 pa 


则 可 知 23 ~ N, 故 有 22 ~N. 


= {pep = > 0 


={(p,0) :mpEZ, p= 1,9>0), 


$3， 可 数 集 15 


其 中 人 分 = 1 表示 p.4 的 开 案 邯 最 大 公 因 数 为 1 则 @ ~ 6. 
而 名 c 到. 由 定理 3 及 个 知 包 至 多 可 数 ， 而 忆 为 无 限 集 (为 什 
么 ?1 所 以 名 为 可 数 焦 ， 因 而 9 为 可 数 集 ， ” 口 

4. 定理 若 41= 1.2.….) 尾 可 数 集 ， 则 -4 nm 及 
U ， 4, 都 性 可 数 集 - 

央 而 若 A;(? = 1.2,…) 全 区 可 数 (有 限 ) 则 A 二 
至 多 可 数 (和 限 ):L 左 , 4; 至 名 可 数 . 

证 明 由 于 后 一 结论 是 前 一 结论 的 直接 推论 或 将 显 然 下 入， 只 
需 证 前 一 结论 ， a 所 以 只 证 后 者 . 因为 4,'. = 1.2， 
.是 打数 集 ， 可 设 4 :一 Lee :天 = 12… 于 基 


a {i,k) Ee N2 上， 


由 于 4;, ER 可 能 相交 ， mu， 全 向 < 中 有 重复 /，、， 汶 而 
LE 4, 与 Ni Cc ZB? 的 -个子 集 忆 对 等 。 由 定理 3 和 侈 1 大 B, 
因而 U 宪 Ai, 至 多 可 数 . 但 它 已 包含 了 一 个 日 数 集 41, 水 会 所 
限 集 ， 所 以 E14; 是 可 数 集 ， 口 

5. 定理 若 4,(i 一 1.2,…) 是 可 数 集 ， 则 对 任何 ne N， 
XXX 人 :一 ffala2 dn): OE Ai, i=1.2.... .nn} 
是 可 数 集 ， 此 集 称 之 为 41, 42.… ,4 的 直 辣 积 . 当 4 = … = 
An 二 有 时， 记 A1 x Azs x An = A 

证 明 用 数学 归纳 法 证 明 ， n= 1 时， 定理 显然 成 立 . 

1 当 m=2 时 记 4=fTai: FEZ} i=1,2, 则 

Al Xx A2 = {apa2): (hk,7) EE Zi } 

与 到 对 等 (因为 (ig,427) 局 (有 是 它们 之 问 的 .一 映射 ， 所 
以 41 x A2 是 可 数 集 . 


16 第 - 章 集合， 也 射 与 执 
2) 设 2 = 上 时 定理 成 立 ， 往 证 n= 上 +1 时 定理 也 成 立 . 
注意 到 (41 x :x ax ~ XX A xX Apt1, 由 归纳 
假设 ，4 x… x Ak 可 数 , 则 由 站 知 (41x…xAk)XxAxrri 可 数 ， 
成 而 有 4 Xx-… x Anp x da- H[ 数 ， 故 对 任何 mE 了 4 x……. XA, 
n 数 ， J 
6. 例 1 全 体 整 系数 多 项 式 组 成 的 集 为 可 数 集合 . 
证 明 由 于 岗 多 需 式 相等 当 且 仅 当 次 数 相同 且 对 忆 大 的 系数 
相等 ， 


{ 2 0 
t= 


~ {aod An): Qi ELT-012.... .nnEN| 
= UT(eo ,an): a ED iD012 ,2n}= UZ". 
Th 人 > Ey 


出 定理 5 知 Zr" 是 可 数 集 ， 再 由 定理 4 知 Ucn Zm 是 可 数 集 

例 2” 整 系数 多 项 式 的 根 称 为 代数 数 ， 全 体 代数 数 的 集 是 可 
数 集 {证明 留 给 读者 ， 作 为 练习 ). 

另外 ， 不 是 代数 数 的 实 ( 复 ) 数 称 为 超越 数 . 我 们 在 以 后 将 会 
知道 , 全 体 实数 组 成 的 集合 不 可 数 , 所 以 超越 数 集 不 可 数 . 但 能 具 
栖 指出 的 超越 数 却 很 少 . 现在 知道 er 以 及 as, (a 是 不 为 0,1 的 
代数 数 ， 8 是 非 有 理 数 的 代数 数 ), 是 超越 数 . 

例 3 设 f(z) 是 直线 上 的 单调 函数 ， 则 它 的 全 体 间断 点 组 成 
的 集 至 多 可 数 

证 明 不 防 设 六 单调 增 ， 对 任何 z e RR 

fe-0) = lm f). fz +0) mofly)， 


则 wo 是 Flx) 的 间断 点 当日 公 当 
frot0) — flrxo —0) > 0, 
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且 车 x1 为 异 于 zx0 的 间断 点 ， 则 
(F(zo — 0), fro + ON (Fr — 0), f(r + 0)) = ®, 

再 用 本 节 习 题 2 的 结果 可 证 : / 的 间断 点 至 多 可 数 . 

注意 : 可 数 集 的 元 素 可 用 自然 数 编号 , 不 一 定 能 按 大 小 次 序 排 
列 . 

习题 

1. 有 R? 中 以 有 理 点 为 中 心 ， 以 正 有 理 数 为 半径 的 球 的 全 体 是 
可 数 集 . 
2. 直线 上 一 个 由 长 度 不 为 零 的 互 不 相交 的 开 区 间 组 成 的 集 至 
多 可 数 . : 

3. 证 明 任 一 可 数 集 的 所 有 有 限 子 集 的 全 体 组 成 可 数 集 . 

4. 给 定 平面 上 一 个 集 ， 若 此 集中 的 任意 两 点 间距 离 大 于 某 个 
固定 正 数 a, 则 此 集 至 多 是 可 数 集 . 

5. 设 4 是 有 限 集 或 可 数 集 ， B 是 无 限 集 ， 则 A4UB~ B. 


54， 不 可 数 集 

1. 定理 I0,1] 是 不 可 数 集 ， io 的 势 记 作 XN, 读 作 “ 阿 列 夫 ”， 

证 明 用 到 证 法 ， 设 [0, 4] 可 数 ， 于 是 有 
{1) 10,1) = { wi wey ,Tn } 
显然 [0, ，[3, 引 , ,1 中 至 少 有 一 个 不 含 zi, 用 表示 此 闭 区 
间 , 再 将 五 等 分 成 三 个 于 区 间 ,， 其 中 圣 少 有 一 个 不 含 x2, 用 刁 表 
示 此 闭 区 间 ， 且 有 i | L: 如 此 类 推 下 去 ， 由 归纳 定义 可 得 一 闭 
区 间 套 : 


{i:nEN}: oOBD DD; 


zn ¢ Ta (n € N); | 五 所 示 一 of 一 co) 
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由 区 间 套 引 理 知 有 一 《< € 1 (对 任何 n € NN). 显然 Ge fo 下 但 对 
任何 ne NC zn. 这 与 (1) 康 盾 . 口 
推论 直线 上 任 一 非 退 化 区 间 的 势 都 是 N. 
2. 定理 全 体 实数 列 作成 的 集合 ( 记 作 EX) 的 部 为 NR(= RNR). 
证 明 记 
ES ={{r1 ,rn ): wi E RiEN)}, 
B={ {m1 rn): we E01),ieN}. 
定义 映 艇 op : 吾 - Bee 为 : 对 任何 ze 8 
pz) := (tan(z1 一 让 mr， tanfzn 一 3)7, + ), 
则 ww 是 B 到 ~ 的 一 一 映射 所 以 Bee ~ B, 只 需 证 B=X. 为 
此 往 证 :”B~ (0,1). 
首先 ， 将 (90,1) 中 的 任 一 z 与 B 中 的 点 = (mr 
对 应 ， 故 有 
(0,1} ~ Bi := {2=(2,2,0 ED)1))C 吾 . 
”其 次 , 用 十 进 制 无 限 小 数 表示 (此 时 表示 方法 唯一 ) B 中 任 一 
z 的 分 量 : 


wi 一 日 .LITI2 in 


2 = 口 .T21D23 Tan 


Tn 一 wnand nn 


现在 依照 


"RY OT PinTHAY En 
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将 z 映 入 (0, 1), 于 是 (xz) € (0,1). 且 当 了 天 芒 2 E 时， 
W(z) 关 尖 ( 奶 . 故 (0,1) > w(B) ~ B. 由 Bernstein 定理 知 
{0.1)~B~E™Y. 口 
3. 定理 全 体 无 限 二 进位 小 数组 成 的 集合 是 (0. 1 因而 
三 :一 (etc ): sn E{0l} neN} 
的 势 为 N， 


证 明 (0, 1] 中 的 实数 z 若 不 具有 器 ，msn E N, 的 形式 ， 则 
必 能 唯 - -地 表 成 无 限 -. -进位 小 数 : 


其 中 za & {0,1 },n ee NN, 且 有 无 限 多 个 x, 二 1. 若 z= 于. 对 某 
对 n,m € 有 成 立 (不妨 设 m 为 奇数 ), 则 有 是 公有 两 种 表示 : 


Tl Yn—1 1 
2 
立 1 n—l 0 SS 1 . 
一 二 十 二 十: 元 
四 tant, 人 2 


前 者 为 有 限 二 进位 小 数 ， 故 综合 上 面 讨论 即 得 第 一 结论 , 

由 上 述 结论 知 金 体 雹 限 二 进位 小 数 的 势 为 NR, 且 与 
六 := fc vazn iaznefolne 贡 上 且 其 中 有 无 限 多 个 1} 
对 等 , 即 互 3 天 ,而 翅 的 势 为 尺 由 定理 2 及 推论 24 知 区 ~ 议 ， 
因而 的 势 为 WD 


定理 3 中 的 x 有 一 种 物理 解释 : 设想 在 于 (甚至 是 Z4) 的 每 
一 点 上 有 一 粒子 ， 而 每 一 粒子 具有 两 种 状态 : 0 和 1 则 整个 粒子 
系统 的 状态 就 可 以 用 X 中 的 元 素 表示 ， | 

用 定理 2, 3 可 以 证 明 一 些 集合 的 势 为 KR， 我 们 在 习题 中 列举 
了 若干 , 让 读者 证 明 . 其 中 -个 例子 是 可 数 集 的 全 体 子 集 组 成 的 集 
合 的 势 是 %, 它 比 可 数 集 的 势 要 "大 *”. 这 个 事实 具有 一 般 人 性， 为 
此 先 给 出 
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4. 定义 设 4 二 a, 间 = 8, 车 4 不 与 B 对 等 而 与 B 的 一 个 
子 集 对 等 ， 则 称 4 的 势 小 于 B 的 势 ， 记 作 a<8 (或 8>a). 

5. 定理 4 = 六 用 2* 表示 4 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 的 势 ， 
则 产 < 2 

证 明 用 P(4) 表示 4 的 全 体 子 集 组 成 的 集合 ， 记 

A:={{2r}: zE 才 上 

则 4 ~ 4cP(4). 于 是 只 需 证 : A P(A4). 

假设 4 ~ P(A), 令 了 为 由 4 到 Pi4) 的 一 一 映射 ， 道 集 合 

B:={zeA:r¢ fr) }ca, 

子 是 Be P(4), 因而 存在 ye€ 4 使 f{y) = B. 现在 分 析 y 与 上 B 
的 关系 : 

DD 车 yeB, 则 由 B 的 定义 y 半 f() = 8B, 得 出 子 盾 ; 

2) 若 yg B, 仍 由 BB 的 定义 ，y & f(y) = 至 ,也 得 出 矛盾 . 

所 以 无 论 皇 样 都 引出 矛盾 ， 因 此 4 不 与 P(A) 对 等 ， 故 由 定 
入 4 知 呈 二 2320， 口 

关子 集合 的 荔 的 理论 (简称 势 论 ) 很 丰富 和 深刻 ， 我 们 就 不 再 
讨论 了 . 

习题 

1. 证明 : 定义 在 [a, 上 的 连续 也 数 的 全 体 组 成 的 集 Cla, 昌 
的 势 为 X- 

2. (1) 证 明定 义 在 le, 引 上 上 的 右 连 续 的 单调 函数 全 体 的 势 为 X. 

(2) 定义 在 [e, 引 上 的 单调 晒 数 全 体 具 有 什么 样 的 势 ? 
3. 证 明 自 然 数列 全 体 的 势 为 8. 
4. 证 明 自 然 数 的 全 体 子 集 组 成 的 集 P(N) 的 势 为 N. 
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81， 定 义 及 例 


1. 引言 极限 运算 是 分 析 数 学 中 最 重要 的 运算 ， 而 在 数学 分 
析 {无 论 一 元 ,， 还 是 多 元 ) 中 ， 极 限 概 念 里 起 着 基础 作用 的 是 点 的 
距离 . 实际 上 , 一 系列 基本 事实 只 与 距离 有 关 . 这 种 情况 自然 引导 
出 距离 的 推广 而 给 出 “距离 空间 ”的 概念 ， 它 是 实数 轴 各 及 t 维 
实 空间 及 4 的 推广 . 

这 一 章 有 点 淹 先 启 后 的 作用 , 它 承继 有 &* 的 焉 离 ， 又 是 拓扑 空 
闻 的 特殊 情形 ， 所 以 要 求 大 家 学 习 时 要 特别 注意 两 点 : 

1) 通过 实 直 线 民 以 及 及 2. 有 Rs. ,了 来 理解 它 , 很 多 结论 都 
一 眼 可 以 看 出 ; 

2) 要 能 丢掉 损 杖 ( 它 的 确 与 民 * 有 本 质 的 不 同 ), 从 距离 空间 的 
概念 出 发 进行 论证 . 这 样 今后 才能 学 好 拓扑 学 (也 包括 概率 理论 ). 

2. 定义 设 吾 为 一 集 ， 映 射 4: 已 xx 已 上 及 , 旦 满足 : 

了] 对 一 切 za GE 已 ， dz 切 二 0 

I dz,y) =0 3 1 = 

亚 ) 对 一 切 TY E, d{z,y) 一 aly, 2); 

N) 对 一 切 zy,z EE, dlry) < dlz,2) + d(z,) 

称 & 为 上 的 一 个 距离 ， 称 (E,d) (或 简单 写成 本 为 (以 
为 距离 的 ) 焉 离 空间 . 本 节 中 常用 a dQ1, "ppl 表示 中 高 . 
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例如 ， 对 一 切 xz,y € 了 dz := |2 一 训 , 则 a 即 为 有 R 的 距 
离 . 
3, 例 1 给 定 EE, 定义 
dz 人 二 还 i EE 5 这 一 2 zy EB. 


称 (E,d) 为 离散 距离 空间 . 

例 2 R*= {rz: z= (ri a) : zk ER R=1,.--,d}, 其 
中 as N, 中 的 各 种 上 距 离 . 

在 Re 让 除 离散 距离 外 可 以 定义 以 下 各 种 距离 : 对 于 p> 1 


Q) 4 [| ER 


在 (1) 中 当 d=1,p=1 时 即 为 直线 上 两 点 的 虑 窗 1 p= 2 时 
即 通常 的 欧 氏 距离 (在 a =-2, 3 时 ， 部 平 而 或 空间 中 通 党 的 两 点 
间距 离 }. : | 


人 de = my, [za— dl, zy€ em 


证 明 显然 de(z,y) 是 R* 上 的 距离 ， 不 需 再 证 ， 还 可 以 证 
明 : 对 任何 zy E Rd, | : : - 
(3) Ji dp(z, 9) = dolz,Y) 
( 贸 作 习题 } a 是 距离 也 是 显然 的 ; 要 证 d 是 距离 主要 是 证 明 


它 满足 三 角 不 等 式 ， 对 于 dz, 通常 用 Schwarz 不 等 式 证 明 ， 在 这 
里 ， 我 们 用 不 等 式 


(4) asbs < 


其 中 pg> bl+1=1 RR 表示 全 休 人 组成 的 绝 0E 明 了 
帮 习 题 ), 来 证 明 一 般 情形 ， 


bE Rt 
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` 襄 办 证 明 有 用 的 Hol9er 不 等 臣 及 Minkqweki. We 设 


2 {a " ~ ad bi 1 dt 
则 ，. | | 
d 13rd ， 
(5) Hélder 不等式 :， ; KB <, .< 4 记 现 i 站 


(6) Minkowski 不 等 式 : | ior < sh oft]* “ 杰 +| 王 台 | 


当 {ax} 全 为 等 ， 或 fo 全 为 要 中 不 等 式 自然 有 立 研 不 


纺 设 它们 都 不 为 零 ， 以 二 了 5， 万 分 别 代 换 (中 的 "i 


5, 再 对 六 = 1,2,.… ;由 求 和 即 得 fy 其次 应 用 《48) 得 


DY (ax + be)? -yw ++Br)P an + Tox + by by 


k=1 - 二 1 =1 1 ,人 


反光 /ff 过 3 9 ,pl 

之 全 ee Ge 5 人 ot| + [对 古 : 让 

将 上 式 两 边 除 以 :i(ax rb) “注意 到 i 站 于 于 及 
(2p 一 1)q = p, 即 得 {6) 式 . 

由 (6 9 很 容易 证 明 dp 是 RS 上 的 距离 事实 上 ， 若 zx = (1, 

Ta). Y= {nn,- -ah 及 =z= (aa 1 dh 则 ， 


a 


tole, Y) = 阳 le — wp] < [E(t ye| + [zk - 1 


了 


展 王 工 
= dy(z,2) 二 + 由 (2z,Yy)， 口 
这 个 例子 可 以 大 大 推广 . 在 习题 中 ， 法 者 看 到 一 此 稍微- 负 的 情 
形 ， 对 于 一 般 情 形 ， 我 们 留待 积分 理论 中 讨论 ，，， 


5 | [rs 和 +| 电 jz -ml| 了 
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例 3 分 布 函 数 的 距离 . 设 DF 表示 一 切 概率 分 布 函数 (在 本 
书 中 ， 假 设 它 们 右 连 续 ) 组 成 的 集 ， 对 一 切 只 Ge Da, 定义 
LF OG) := 
inf{e > 0: F(z ej ec<Ge) < Frte)lte, YereR), 
则 二 是 Dr 上 的 一 个 距离 ， 称 为 Lavy 距离， 
证 明 显然 L(F,G) > 0 其 次 ， 由 
的 Fan-eceGtm<Fe+a+e YreR 
即 得 
Flz-esGe)+ce Go-e<Fz+o， VreR, 
四 庆 ， 有 
(9) Glz2—e)—e< FI) < Gr+e)te, YeR. 
反之 ， (9) 一 (3 故 得 LF 人 = L(G, 卫 ), 即 ID 成立 . 
由 次 ， 若 下 二 G, 则 Ye > 90,{8) 成 立 ， 故 有 了 (局 Gy = 0, 反 


之 ， 车 L(G) = 0 则 存在 {en}, 0 < en 140, 使 (8) 对 任何 < = en 
成 立 ， 令 一 co, 则 由 右边 不 等 式 及 下 右 连续 知 


G(r) < Flz), YrER. 
再 由 L(G,F) = L(G) = 0 及 上 述 证 法 即 得 
F(x) < G(x), ¥YxwEeR, 


改 得 了 = G, 即 IT 成 立 . 
最 后 ， 设 GG,H e Dr, 往 证 上 (FG) < LRH)+L(H,G). 
若 si > 0, sz > 0, 使 得 
Fl(r~ei)— er < Hlr) < Flr+e)+e, YEER, 
H(z ~ 2} 82 < Gr) < Hl + 82) + &2, Tz 人 eR 


(7) 


mi 
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玫 成 立 ， 则 对 任何 = < 了 ,有 

下 【一 E2 一 5 一 so -二 [FOr 32) — 21) — £1)— Ez 

< Hlr— #2)- 52 <<GOG{r) 
< 五 (> 十 E21) 十 2 Flr+ ee 十 E2) 十 El 二 £2. 
故 有 
LiF.G) 七 et ev. 

邻 二 41D) e214 Z(H,G), 即 得 1V) 品 

袜 举 分 布 函 数列 { 五 上 弱 收 敛 十 概率 分 布 函数 下 是 指 对 任何 
2 EC 人 有 人) 一 下 (站 夺 中 全 ) 表示 FF 的 连续 点 集 ， 我 们 下 
明 下 述 

4. 定理 概率 分 布 函 数列 【已 } 喘 收 敛 于 概率 分 布 星 数 下 的 
充分 必要 荣 件 是 当 nn 一 oo 时 ， EPE) 一 日 

证 明 先 证 明 条 件 的 充分 性 . 

任 给 zo < CE 对 任何 = > 0, 存在 5 > 0. 使 得 对 任何 z E 
(xo 一 和 cn 二 人 ,有 (一 下 [zol 去 > 由 Ff) 一 0 一 9c 
知 ， 对 于 EL :一 全， 仓 在 Rn, 当 rn 及 no 时 ， 有 LiFn, FE) EL. 一] 

inf{fa: Fl -a a tr) < F(t+a)i+avereR} <a. 
于 是 ， 在 在 a < &, 使 得 对 任何 x & 及 , 有 
Flz—-a—-n< hr) < Flrt+alta. 

特别 ， 对 于 TOs 有 


下 ntznby > Flro— ao} —a > Flzro)— > —a> F(x ~e, 


Fn {2z0) < Flrot a) tae< Ft stoe Fro)+e, 


即 
JFn{Po) 一 F{xo)| 忌 三 ， 
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条 件 的 充分 性 获 证 . 
再 证 明 条 件 的 必要 性 , 
1), 任 给 s > 0 存在 xo. 使 得 -zozo EC 县 Fl-zo) ¥ 
(1—Flxo)) < 7 因而 . 存在 ni < KR, 使 得 当 n 2 ma 时 ， Fr( 一 20) < 
F(-zo)+5 <e 与 天 (zol > Flr0)— 5 > 1~s 同时 成 立 ， 于 是 当 
卫生 【一 co; 一 zoj.nm 之 mi 时 | 
Flr~e)—-e < Fl-ro—e<0 ee Ft(r) 
SF-rl<e EFlrie)te, 
而 当 re [zo,+cecol,a 2 ma 时 有 
Fltz -eaj-es<li-se<Fftzo 


2 
<Flr) 1l< Fro)te se Flr+te)t+e. 
2). 由 于 连续 点 的 稠密 性 ， 对 任何 yy & [zo0. ol 存在 wy 名 
< ef 使 得 
yy Yt 
于 是 


LU {ru 2,) DD [~—xo: £0]. 


YEL—ToT0! 
. a ~ E 区 
由 有 限 覆 盖 定 理 ， 存 在 {wp.…… ,gmj C [-zo 一 3, 20+ 3], 使 得 


| (zw Ty) 了 三 zo,zo]， 
妈 星 全 7 


且 


D0 < zh 一 2 < Yl mm. 


于 是 存在 rn2; 对 一 切 n2n2,1& 上 k 世 m. 有 
Fir) > Flry) —E, F(xy,) < 开 {zy +E. 


i 
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从 而 对 任何 > e i~zxo, xo. 存在 1 < 上 < mm. 使 得 
TIED TH ros,, 十 
这 祥 ， 
Fr ee Fer) -ec Ft{r,,) 
< F(z) < Flr ) < Fel ) re Frys)te. 


3). 综合 1), 2) 即 得 : 任 给 。> 0, 令 nm := ni v nz, 则 对 任何 
a 之 nto L{F, F,) 去 三 这 就 完成 了 定理 的 证 明 . 口 


焉 离 象 及 中 的 点 zy 具有 性 质 jlz| -syl| < |z -让 一 样 ， 有 
5. 引 理 设 (B,d) 为 距离 室 间 ， 则 对 任何 x,y, s e E, 有 
{1) A(z.2) 一 dy 2) & d(x, oy). 
证 明 因为 
dx, 2) < dr) + dy.z) = d(z, 2) — d(y,z) < d(z,y), 


再 由 对 称 性 得 


da 2) ~ d{p.2) < d{xw, y), 


故 
ld(z,2) — dly. 2)| < dle, 0O 
习题 
1 各 pp>19>11+L =1I 则 对 任何 be 及 有 
aipi < “8 
Pp 4 


2. 设 a, 机 是 给 定 的 区 闻 ，Cla. 相 县 I@. 上 全 体 连 续 函 数 的 
集 ， 则 由 
plf, 9) := up [F020) — g(t), fg €Cla,g, 
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定义 的 Pp 为 Cla， 日 上 的 -一 个 中 元 


] 


» [a 
pplf, 9) := fin A gD PD dl » fg € Che,d), 


定义 的 py 也 是 Cia, 引 的 距离 . 
3. 设 a := (aaa…) 为 正 实数 序列 满足 忆 1 Ok < oC, 
pP 之 1, 下 := 及 或 全 (全体 复数 集 ). 令 
Easp= {eis = (rea) eh Eke ore < oo), 
上 二 1 


ppl2,Y) = se TY EE (a:p). 
则 {ENfa:p), pp) 为 一 距离 所 间 . 
上 还 外 ， 放 


ER 人 suUPizgl< coo} 
邓 厂 问 
pl := sup|rs — Yl, Ly EEE, 
kEN 


则 (EN,p) 也 是 -一 距 高 宝 间 ， limp. wo pn = p 二 否 玉 成 江 ? 
4, 设 巨 :二 及 或 CC. 
EY {zr = (cr) rn Ee EneN}, 
{fas : m EN 为 一 可 和 的 下 数列 ， 试 证 : (EN,p) 是 距离 空间 ， 
其 中 P 如 下 十 多 


S [zn 一 yr 
[a Ty) :一 Nn. 六 , 寻 尼 Ee, 
( t=1 1 + rn ~ Ynl| 


5 设 记 := {zx: = (rT) Kk EE {0,1}.、 友 E Ng 
{0.1} 上 的 离散 距离 ， 试 证 : 如 下 定义 的 p 是 请 上 的 距离 ， 


| 
plz, ¥) := 2 {Zr Ve) Ky EE. 


- 
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和 。， 设 是 -- 给 定 素 数 ， 对 每 一 给 定 的 m E NN, 令 号 {n} 是 
能 整除 ”的 p 的 顽 的 最 大 指 数 (好 pi 能 整除 m”, 但 prt 
不 能 整除 n).， 设 > = 土 rjs 为 有 理 数 ， 7.s E 有 定 祥 Ulz) := 
Cop(7) 一 Up(s). 试 证 : 


~”,，_ fo, 二 有 Y. 


则 atz. 胡 是 @@ 上 的 - -个 中 离 (到 距离 称 为 p-adic 拭 离 ) 而 
diz,y) < max{(dlr, 2), df2, y)). Vr.y,z EN. 


注 对 给 定 的 素数 p. 由 p-adic 距 幅 定义 的 有 理 数 基本 列 ( 基 
本 列 的 一 般 定 六 参 看 定义 3.1) 出 发 ， 来 用 由 绝对 值 定 文 距离 的 有 
理 数 基本 列 出 发 构 车 实数 一 样 的 方法 ， 世 可 以 构造 出 一 个 完备 数 
域 {对 p-adic 距离 而 言 }. 这 个 数 域 与 p 又 有 关 ， 称 为 
padic 域 ， padic 域 居 -种 非 阿 基 米 得 域 ， 近 来 发 现 它 在 理论 物 
理 中 有 用 . 
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有 了 距离 ， 可 以 完全 按 数 学 分 析 的 办 法 定 六 和 处 理 极限 ， 连 
续 等 等 ， 但 是 为 了 斥 莉 与 一 般 拓 扑 理 论 的 寻 理 方法 - 致 ， 我 们 先 
渤 开 集 与 旗 集 , 

1. 定 针 没 全 .中 为 -- 距 离 空 间 ，a € 户 ,r EE 及 0}, 则 分 别 
Blar) := {reEk: dr.al<r}. Bla.r):= {rz€ER: dir,a) & 
rr), Sta,yr) := {rf EEE: dr,a) = rr} 为 以 a 为 亡 ， 为 半径 的 { 开 ) 
球 ， 闭 球 ， 球 面 . 
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若 扎 C 瑟 有 目 对 任何 re G, 存在 > = rz) >0, 使 有 (zir)c ee， 
则 称 G 为 开 集 . 若 扩 CE, 而 F* = EE\F 为 开 集 ， 则 称 下 为 闭 
集 . 


显然 ， 设 ea = [01,02 ,09.0 二 (Dp2 ,ba) E 及 < 则 在 
1.3 的 例 2 中 定义 的 距离 d ( 即 欧 氏 距离 ) 之 下 ， R” 中 的 开 区 疝 
(a.b) :一 ffziza Ta a 12 ,41 为 开 集 ， 
闭 区 闻 区 机 := fp a) :ak < Tk < bk = 1,2,--- ,4d} 为 
闭 集 ， 

易 证 : 任何 球 Btz.r) 是 开 集 ， 因 为 车 ye B(z,7), 则 a(x, vy 
<r, 而 Bly,r ~ ad(z.y)) C Blz,r7). 事实 上 ， 对 任何 >E Br 一 
d(xz,y)), dz <r dlz.y), 因而 diz,2) < rz 和 吾 (z,r 

任何 团 球 5(z,m 是 财 集 ， 因 为 对 任何 4 # B(xz,7), 则 alz. 放 
> 六 于 是 如 dx, 一?) (人 ri 事实 上 , 若 z € Bl(y,alz,) 
一 7), 则 dty,z) < dz 和 一 7? 因而， 由 引 埋 1.5 知 


r < dzy) — dly, 2) = 1d(r.9) ~ dly, 2)| < dlz, 2), 

即 > & ( 吾 (z,7)). 故 (BB(z,r)}: 为 开 集 ， 因 而 豆 (z,r) 为 亲 集 . 

关于 开 集 ， 有 以 下 基本 性 质 : 

2. 定理 对 给 定 前 距离 空间 (5,d), 

1) 马 及 五 为 开 集 . 

2) 任意 个 开 集 之 并 是 开 集 ; 

3) 有 限 个 开 集 之 交 是 开 集 ， 

注 用 拓 裤 学 的 语言 来 说 ,此 定理 即 : 对 距离 空间 (5.d) 按 定 
义 上 决定 的 开 集 类 + 是 空间 互 的 一 个 拓扑 ， (BE,r) 是 一 拓扑 空 


闻 ， 实 际 上 ， 若 空间 E 有 一 子 集 类 ~, 称 为 开 集 类 ， 它 满足 上 面 
的 1)-3), 则 称 (5,7) 为 具有 拓扑 7 的 拓扑 空间 . 
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证 明 1) 显然 ， 今 设 Ge c 瑟 .a EeE 了 为 一 开 集 类 ， 令 


G= U ca 
El 
则 对 任何 x e G. 必 有 一 an E 工 使 zeEGno 由 Go。 为 开 集 知 存 
在 >>0. 使 


Blzr)C Go c 


所 以 G 为 开 集 ， 故 蓝 证 ， 

其 次 , 设 Gi CC 已 大 = 112 为 开 集 ， 则 对 任何 reE G := 
门 f1 Gi 必 有 aeEeGk 三 12 ma 因而 对 每 一 及 = 1,2,.… ,nn 
有 一 内 >0. 司 互 (rrh)c Gr 令 r=Imintcksnrt 则 rr>0 且 


B(x.r) C Brre) C Gu 天 一 2 
因而 B(r.7) Ci Gr = G. 故 G 为 开 集 ， 因而 3) 覆 证 . 口 
由 闭 集 尾 开 集 的 余 集 及 de Morgan 法 则 立 得 
3. 定理 对 给 定 的 距离 空间 {E. 忆 )， 
1) 人 @ 太太 为 闭 僻 


2) 任意 个 闭 集 的 交 为 团 集 ( 因而 球面 为 闭 集 ， 因 为 S(a,7) 
= B{a.r}N (Ba, r))’). 


3) 有 限 个 闭 集 的 并 为 闭 集 . 

由 定义 立 知 

4. 定理 离散 空间 的 每 -- 子 集 莉 是 开 集 且 又 是 闭 集 . 
距离 室 间 (二 ,中 的 子 集 不 一 定 都 是 开 集 或 押 集 ， 为 此 引进 


5. 定义 给 定 (EB.d). 对 rE ACE, 车 有 一 "> 0 使 Bix,r) 忆 
4, 则 称 xz 为 4 的 内 点 {所 以 开 集 G 也 可 以 定义 为 : 每 一 点 都 是 
其 内 点 的 集 ); 设 @ 壮 4 < 和 五 则 称 包含 4 的 任 一 开 集 为 4 的 
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-~ 个 领域 当 4 = {r} 时 ， 称 {zx} 的 邻 域 为 > 的 邻 域 (显然 
z 是 4 的 内 点 的 充 要 条 件 是 存在 xz 的 邻 域 N{z) Cd 4 Cc EE, 
A :二 {reA:zr 是 和 4 的 内 点 上}, 称 为 4 的 内核 4 =E\A 的 
内 点 称 为 4 的 外 点 ; (4")° 称 为 4 的 外部; 4 := ((45)*} 称 为 
4 的 闭 包 ; 684 := ANn(A) = 4N(4) = A\4°, 称 为 4 的 边 
界 ; 84 的 元 称 为 4 的 边界 点 . 

这 些 概念 从 图 形 来 看 站 很 直观 的 ， 下 雷 的 -系列 命题 将 给 出 
它们 的 初步 性 质 并 确切 说 明 它 们 的 意义 : 

6. 定理 集合 的 内 核 有 以 下 性 质 : 

1) 对 任何 4 Cc E. 集合 4° 是 4 的 景 太 开 于 集 ， 即 车 BcA 
为 开 集 ， 则 BC A4°, 因而 4 是 开 集 < 全 4°= 4; 

2 BCACE = Bc A’, 

3) 对 任何 4,B cE, 网 (4nB)? = A°* 门 百 "; 

4) A B? CC (A4WUB), 但 等 导 未 必 成 立 . 

证 明 留 给 读者 . 

还 应 注意 : 4 关上 日 ,但 可 以 有 4 = 名. 例如 ， 4 为 R? 中 的 
一 有 限 点 集 ， 有 总? 二 好. 

应 用 de Morgan 法 则 即 得 下 面 的 定理 

7. 定理 集 的 闭 和 乌有 以 下 性 质 : 

1) 对 任何 4 CE. 4 是 包含 4 的 最 小 册 集 ， 因 和 而， 4 是 闭 集 


<=> 攻 一 芭 : 


WBCACE = BcA 
3 对 任何 4,8CE = 一 AUEB=AUWB: 
4 对 任何 4,B8 CE 一 > 有 nc 有 Nm, 但 等 号 未 必 成 立 . 
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8, 定 光 给 定 距离 空间 (5.d), 4 CE.z E 及, 如果 存 在 x 的 
一 个 邻 域 N(z) 使 得 4% (N(x \ {4z) = 9. 则 称 xz 为 4 的 慑 立 

点 ; z < EE, 如 果 对 x 的 每 个 邻 域 N(xz), AN(N(z)\ {zh # 8. 则 
称 zz 为 4 的 极限 点 (limit point) 或 聚 点 (cluster point), 4 的 全 
体 极限 点 组 成 的 集 称 为 4 的 导 集 ， 记 作 4 

显然 ， 4 的 极限 点 未 必 属 于 4, 我 们 证 明 

9. 定理 始 定 距 离 空 间 (5,9). 4 CE, 则 AuUA'= 妥 ,因而 4 
的 任 一 极限 点 属于 4 的 充 要 条 件 是 4 为 闭 集 . 

证 明 若 ze 4, 则 xz (4°)*, 因而 对 zx 的 任何 邻 域 N(x) 都 
有 ND 人 MAO. 若 z #4 则 Nz) {zh 站 A4 ,内 而 zzE A’, 
若 zre4, 显然 有 zsau4d 故 zeE4U4d 上 反之, 设 TEAUA' 
当 wEAH 时 xeA; 当 x #4 时 zr EA', 因而 对 z 的 任 一 邻 域 
N(z), 有 CN(z) {zx) 门 及 关 名 ,故而 2z #4 (A, 即 x € 有 4, 琢 无 论 
泌 种 情况 ， 都 有 x < A, 即 A4uUA'c 有 A 口 

下 列 关于 Rs 中 开 集 的 结构 性 质 ， 在 建立 了 及 上 的 有 关 测 度 时 
有 用 . 首先 ， 对 于 直线 上 的 开 集 ， 丰 下列 很 简洁 的 结果 . 

10. 定理 设 6G 是 直线 上 任 一 非 空 开 集 ， 则 存在 开 集 族 

{oar di): —o0 Sar < 0 kk ET}. 
其 中 了 = {12 或 本 (as Pr), 上 ET 两 两 不 交 ， 使 
SG = U {exr, Bk). 
EET 

证 明 的 想法 : 对 任何 x €& G, 存在 la, 让, a < 8,a,B8e 区 使 

rz Eta,D). 邻 
az := inf{oa;: x Em CCG, Hr := sup{B: ze (ao, 9) eG}, 


(az gz) ze 中 一 切 两 两 不 同 的 开 区 间 集 即 为 所 求 . 详细 证 明 
请 读者 自己 完成 . 
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关于 四 4. de N, 有 下 列 结果 ， 
11. 定理 给 定 @x :一 tet a € 及 2, 上 二 1.2. 分 别称 


[aly aaj := fo、 及 at < 忆 Ti 人 = 1,2,... ,9d}. 


ie aa :一 人 fd) 2 1 所 Ti 所 a =1,2,... ,0d} 
为 左 开 右 闭 ， 左 闭 右 开 区 间 ， 玉 中 任 一 非 空 并 集 都 能 表 成 可 列 个 
两 两 不 交 的 左 并 右 闭 ( 正 问 右 开 ) 的 正方 体 之 并 
证 明 1)， 给 定 & < R、 作 以 未 ， rx € 224 4 e 为 心 fe := 
(1 1) ), 边 长 为 1/2** 且 各 边 都 与 符 标 轴 平 行 的 左 开 右 闭 
正方 体 ， 这 种 正方 体 称 为 第 上坟 级 正方 体 ， 它 的 全 体 组 成 的 集 记 作 


Et = {Ct : 2 Ee 2p I +e}, kKEN. 


易 匈 : 
站 对 任意 给 定 的 六 € NN， 
U Ce = 下 
工 亡 2 了 32 十 


ii) 给 定 上 EN, C0, ae 2Zd 十 ,两 两 不 交 ; 

证 ) 给 定 硬 ,Ro EN > ,21 72 E2644e, 则 CE 站 CON?) = 
多 ,CD c CS) 有 且 仅 有 一 成 立 . 

2)， 首 先 将 3 中 的 元 整个 被 G 包含 的 正方 体 组 成 的 集 记 
作 : 


TI :一 {CY :TEN}, 站 Cc 222% 十 e， 
设 TOD,.… :To 取 定 ， 则 将 ee 中 的 元 整个 被 
G\{( U co UU UY cH)} 


2ED TET 
包含 的 正方 体 组 成 的 集 记 作 : 
TED {OMtD, rern)}, hr C 22 +e)}. 
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于 是 由 归纳 法 确定 TEN. 今 往 证 : 
Uf vk) 
-UN 

3)]， 将 上 式 中 的 右 包 的 集合 记 作 G'， 显然 @ 2 0， 反之 ， 
对 任何 XE G, 存在 + > 0. 人 Blz.r) cc G. 由于 en 中 的 正方 
体 的 最 长 的 对 角 线 的 长 为 SS. 当 半 充分 大 时 ， 由 是) 知 必 有 -- 
C09 3 昌 由 于 一 济 币 有 再 数 的 秽 密 性 CWY Cc Blz,r) CO. 而 
此 Cg 必 包 含 在 {C : zeE ,ENN} 的 某 -正方 形 中 ， 因 而 
zfEG', 故 GcG, 从 而 定理 证 毕 . C 

习题 

1. 给 出 B(z.7) 关 B(x,r) 的 例子 . 

2， 给 定 ao < E， 则 任何 a 的 邻 域 4, - 定 存在 nm < 使 
Bla, 4) A. 

3. 设 中 对 A4 CE, 则 有 4 的 任意 有 限 个 邻 域 的 交 仍然 是 4 的 
邻 域 . 

4. 证 明 : 有 CE 六 和 开 集 的 充 要 杀 件 是 94n A4= 久 . 

5. 证 明 : 4C 巨 为 团 集 的 完 要 条 件 是 84 c 4. 

6. 证 明 : >e 64 的 充 要 条 件 是 zx 的 任何 邻 域 既 包 含 4 的 点 
又 包含 4 的 点 . 

7. 证 明 : 4 c 已 是 开 集 的 充 要 条 件 是 对 任意 B Cc EE, 都 有 
ANEBcANE. 

8. 给 定 距 离 空间 (了 .四 4 cE, 则 

1) 4 为 团 集 ; 

2ACB—— ACB': 

3 (ANBYCANB' 

4 (AU BY = A'LU DB. 
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9. 作 一 实数 列 使 其 极限 点 集 为 空 集 ， 

10 太一 实数 询 使 其 极限 点 集 为 全 体 实 数 集 . 

1 设 [Ei 为 距 商 训 间 ， 给 定 4 CE. 试 证 : 有 AV 为 4 
的 全 体 放 立 点 组 成 时 志 . 

12， 证 明 对 任意 zo E 可 存在 {zx} C 4 使 dfzozo) 一 0， 


[2 一 00). 


893， 完备 性 
在 实数 集中 - -个 小 分 重要 的 性 据 是 完备 性 tcompleteness). 现 
在 我 们 将 它 推广 冤 拭 高 空间 上 ， 
1. 定义 给 定 旺 离 空间 (五 ,四 称 {x :mrERNTC 瑟 收敛 于 
和 三 五 , 记 作 zn 一 2 一 co 任何 2 > 0, 在 在 no = fofeh， 
使 当 > no 时 有 


d{2,. 7} < s. 

{zn EN}CE 称 为 E 中 的 基本 列 [或 Cauchy 列 ). 如 果 对 任 
何 = > 0. 存在 no = nols). 有 
(1) di Tm) SE, Yhm>0. 

显然 ， 瞪 zw 一 x. 则 {zx} 为 基本 州 ， 但 是 (E,d) 中 每 一 基 
本 列 是 否 收 敏 于 吾 中 菜 -一 点 呢 ? 这 便 是 (五 .可 是 否 具有 完备 性 
的 问题 ， 为 此 我 们 给 出 下 列 的 

2. 定义 给 定 距 启 气 | 三. 人 对) 如 果 对 所 中 任 - 何 基本 列 {zn : : 
n &€ 时 } 者 有 一 点 > 5 使 避 ; 一 x(n 一 o0). 则 称 {8,d) 为 完备 
空间 【cemplete space). 

4C 瑟 则 < 在 4 于 的 限制 吕 居 4 上 的 一 个 距离 ， 仍 然 i 
作 ad, 并 称 (4, 丰 是 (EB. 由) 的 子 空间 . 若 (8,) 的 子 空间 (4, 本 完 
备 ， 则 称 (4, 本 是 (E,d) 的 完备 子 空间 . 


i 


站 
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全 节 所 计 沦 的 问题 都 尾 与 距离 有 关 的 , 为 了 以 后 说 话 方 便 , 还 
引进 些 概念 和 记号 . 
约定 sup 岛 ==0.inf9 = 0. 给 定 距 次 空 加 (B00). 4 CB, 称 
SA) := snp{diz yg): cyt 人 
为 4 的 直径 , 奇 本 4) < oc. 则 称 为 有 界 集 . 者 4 BE, 则 


HA B) := inf{ldlr.y): rE A.y2 B} 
为 集合 4, 8B 间 的 距离 . 记 di 8B) = d(fz}.B). 称 为 点 x 与 集 
合 5 的 距离 . 
显然 , 4 为 (五 .四 中 的 有 界 集 当 且 公 汉人 丰 在 GE Er € i0.x). 
鸽 4< Bt{a,7). 而 且 还 易 证 : 
中 车 全 到 妇 CE, 则 对 任何 x,y& 瑟 ,有 
[atr, A — dty, A < A(zr. y); 
2) 对 任何 球 Bta,r}) 都 有 
é(.Bla,r)) < Bla r)) < 27; 
3) 有 界 集 的 子 集 仍 然 有 界 ; 
4) (五 .可 的 任何 两 个 有 界 集 4, B 的 并 有 外 ， 而 且 还 在 
8A B) < dA BY+ EA) + 6(B). 
证 明 公证 4) 中 的 不 等 式 成 立 ， 任 取 a € 4A, < B, 对 一 切 
zy AUB, 则 或 者 它们 部 属于 4, 于 是 d(xz,) < 本 4); 或 者 都 属 
于 BB， 1 E 吾 .Ed 讨论 
方法 相同 ), 则 有 dx, 站 Sr.ajy 二 dla. 旭 二 ). 故 不 论 哪 种 情 
况 、 都 有 


tAUB) < 6A) 上 Ge 全 一 村 号). 
而 此 式 对 任何 ae A.b € B 上 成 立 ， 因而 对 cfe. 呈 到 下 确 界 即 得 
4， 口 
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9 


3. 我 们 讨论 在 $ 1 中 所 列 出 的 各 例 的 完备 性 . 
例 1 离散 空间 是 完备 的 . 
例 2 (Rdp) 完备 ，( 虹 ?ae 也 完备 ， 其 中 


dso lL, Y) :一 max [zk 一 yal. 


例 3 (EN(p.a), pn) 完备 . 
证 明 设 xz := (at E EN(p,a). n € N, 是 基本 


列 ， 则 对 任何 六 EN 


1 2 i i 
[zt 加 ro < ( 3 cal zt™) 加 ze 
az “fl 


IF 号 


一 af ppla'™) stm = 0, (n,m — o0). 


因而 由 及 (C) 的 完备 性 知 存在 x & 正 , 使 得 
lim zh = zk. 


今 需 证 :这 |ar|ri? < ec、 (Taslre™ 一 zplP) 7 一 DD, 


人 一 00), “ 


由 x 站 ,nn < NN. 为 基本 列 ， 从 而 对 任何 < > 0, 存在 N, 使 当 
n,m > NN 和 时， 对 任何 EN 都 有 


A 2 
>》 ak|zt 一 bm) 了 < SY cn|et™) 一 Et < er. 
=1 k=1 


令 mm 一 60 即 得 
Md 
> cl) — Tgpl® < er 
k=1 


由 于 Mf 任意 ， 令 3 一 se, 即 得 对 任何 n> 六 


( 3 ak|z 避 ) 一 =】 所 E, 


$3 完善 性 


再 由 Minkowski 永 等 式 得 身 | 对 任何 n> 六， 


BE i 1 、1 
r 
( > ae 加 > » OE sp) " ( 3 GE 一 ' 
上 二 1 RE1 kl 


pdr ea 
故 :二 (oz2. jE Eo.0). 由 > 0 任意 即 得 pp(z.x) 一 人 0 
因而 (EN(p.Q), pp) 完备 ， 


例 4 (Ep) 完备 . 


例 5 (Cla 机,p) 完备 ， 但 (Cl[a. 碳 ,pp) 木 完备 


证 明 前 者 证 明显 然 ， 后 者 主要 天 为 极限 可 能 不 连续 ， 例 如 
设 


则 


ppl fn, fr 二 |/ [futt) 一 天 :人 | a 一 吕 . 
令 10 = 和 0 网 | 语 | 克 -#0Pd "一 0. 但 
f ECFL1. 此 外 ， 还 可 以 证 明 对 任何 ge& C[-1,1 


pplfn 9) = f [ftt) ~ g(t) 4 — 0, 


1 
0 -sO a =o 
这 是 不 可 能 的 。 口 
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注 这 个 例子 局 发 我 们 : 如 果 想 要 考虑 对 距离 oo 完备 的 
Ia,9] 上 土 的 前 数 类 , 就 必需 考虑 更 大 的 函数 类 . 事实 上 , 还 必需 推广 
积分 的 概念 . 这 个 问题 应 用 本 书 的 第 四 , 五 两 章 的 知识 即 可 解决 . 
例 6 《Dr 完备 . 
暂 不 证 ， 有 兴趣 霄 不 妨 试 一 试 . 
基于 完备 性 有 以 于 -一些 有 用 的 简单 性 质 (证 明 留 作 习 题 ). 


4. 引 [ 理 在 (E,d) 中 , 基本 列 收 散 当 电 仅 当 它 有 一 收 你 子 列 ， 
a 盛 妆 CE 当日 仅 当 存在 序列 {an} C 4 an 一 a. 


5. 5| 理 {Eq4) 完备 ， (F.4d) 是 (BE,4d) 的 完备 子 空间 当 且 仅 
当 瑟 是 (Ed) 的 闭 集 . 


数学 分 析 中 实数 集 及 的 完备 性 可 以 有 很 多 种 等 价 刻 划 ， 但 现 
在 在 距离 空 间 来 说 , 这 些 诗 划 未 必 都 等 价 , 相应 于 闭 区 间 套 引 理 ， 
有 下 列 的 

6. 定理 者 (E,d) 完备 ， 则 任何 直径 趋 于 零 的 非 空 递 降 闭 集 
列 ( 即 为 闭 集 ，n EN, 生 瑟 ,DD Ft1: WE N) 的 交 不 空 ; 

及 之 ， 若 (EB, 由 的 任何 直径 趋 于 零 的 递 降 闭 球 列 之 交 不 空 ， 
则 (E, a) 完备 . 

证 明 在 每 一 严 中 取 一 点 zs, 则 对 任何 mr > .zm E 玉 , 且 

dxn; Tm) < (Fn) — 0, (nn 一 oc0). 

| (E, d) 完备 知 ， 存在 TE 上 EkE, 使 得 dlzn, TY) + Qn ? oc)， 外 
{wr n+l CC 下 应 用 3| 理 和 4 的 后 一 结论 知 区 人 到。 一 hn, 图 
而 站 沁 FD {z} 他 . 

反之 ， 为 证 条 件 的 充分 性 ， 用 反 证 法 ， 即 由 【已 , 中 ) 不 完备 可 
构造 出 一 半径 欧 于 零 的 递 降 闭 球 列 ， 而 其 交 为 空 集 . 
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由 于 (E,d) 不 完备 ， 则 存在 {zn : n & N} CEE 为 基本 列 ， 但 
没有 极限 ， 现 由 此 序列 构造 所 逢 的 闭 球 列 ， 设 ni 是 使 


1 
dr rm) < 3 YNn>n 


碟 并 的 足 码 ， 设 na > nw 是 俺 


dru ren) < 二 | Yn> na 
成 立 的 足 码 ， 依 次 类 推 ， 对 任何 有 eN, 存在 m1 使 
dz rs) < 元， Yn ng 
成 立 ， 则 团 球 列 
可 ze， 可 ze 下 en B37) 
递 降 且 半径 赵 于 过 、 事 实 上 ， 对 任何 = (zw 去), 有 
1 1 1 


d{z, Tne) = dr, rncri) 人 ne vi TPs) < DE+1 十 2 所 Qk—l' 


从 而 
1 


村 万 BI{rk, 21) 


车 站 儿 (zn 二) 3 2 则 六 nn 之 ni 时 ， 
二 
即 ze 一 2. (n 一 oo, 此 与 {zw} 没有 极限 矛盾 ， 所 以 
1 
人 号 an 了 Ti) 多 
而 这 又 与 前 提 相 矛盾 ， 因 而 (5.d) 完备 。 口 
注 习 知 : 实数 集 下 是 完备 的 ， 其 中 闭 区 间 套 引 理 成 立 ， 由 
此 可 证 : 首 项 有 界 的 每 一 递 降 的 闭 区 间 套 的 交集 不 空 . 但 是 这 个 合 
题 对 一 般 的 完备 距离 空间 不 成 立 ， 我 们 在 本 节 的 习题 10 给 出 了 
一 个 反例 ， 其 证 明 作为 读者 的 习题 


- 1 
dz rn) SE dT. rng) + drne. Pn) < pr 十 


bE 
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每 从 有 理 数 构造 实数 一 样 , 对 于 不 完备 距离 空间 来 说 , 总 可 以 
用 -~- 种 完全 确定 的 方式 把 它 包 合 在 一 个 完备 距离 空间 之 中 ， 即 将 
其 完备 化 . 

?. 定理 设 (E.d) 为 任 -距离 空间 ， 则 

1) 总 存在 完备 距离 空间 (Ed 使 (已 的 是 【有人 的 子 
空间 ( 即 E CE’ 自 d(x.y) = d(xz,WD), 对 任何 zy E EE), 而 且 
(如, = EB" ( 节 在 ({E*.a*i 中 的 闭 包 为 *)，({E*.d*) 称 为 
(Ed) 的 完备 化 ) 

2) (五 ,四 的 完备 化 是 唯 - -的 , 即 若 (E*.ad*) 也 是 (8.d) 的 完 
省 化 ， 则 存在 五 * 到 E* 的 满 射 » 使 : 
(a) PF) 一 了， vrer, 
(b) ple) = pI = = (ry) 
此 时 称 (Edy) 与 (5~,d"*) 等 距 ) 

定理 的 证 明 参 考 [Sul 的 有 关 部 分 ， 


习题 

1. 及 为 实数 集 ， 设 

.ptzw, y= |arctan zw 一 afrctan yi; 

2).palz;) = le= ~ etl. 
证 明 (下 .ph (到 ,oa) 都 不 是 完备 距离 空间 ， 

2. 设 p(n) = jn 一 nm | m,n EN 证明 (N,p) 不 完备 . 

3. 区 为 整数 集 ， plm,n) = lm ~ nl, 证 明 (Zam) 是 完备 距离 空 
闻 . | 

4. 考虑 三 个 定义 在 整个 及 上 的 连续 函数 集 :; 

1) 有 界 连 续 函 数 集 ; 

2) 满足 条 件 lim f(z) =0 的 连续 函数 集 ;. 


84. 可 分 性 ， 别 紧 性 与 紧 性 43 

3) 在 有 限 区 间 外 全 等 于 零 的 连续 项 数 集 . 

如 来 规 定 p(f,9) = sup Ion ~ g(x)[， 间 哪 一 个 是 完备 空 
间 ， 蛙 -一 个 不 是 ? 

5， 纵 定 只 := {A A= Da < ha.be RR} 对 于 Al = 
[aa 是 A2 = [本 规 业 plA1.A2) := a 一 o+ 必 一 吕 证明: 是 只 
王 的 距离 国 数 ， 但 (2,p) 不 完备 ， 

6. 着 (Xp 与 (Xz, pz) 等 距 同 枸 ， (六 i,p1) 完备 ， 则 (Xs， 
pa] 完备 ， 

7. 证 明 (Cla, bi,p) 完备 . 

8. 证 明 弛 | 理 4. 

9, 证明 引 理 5. 

10*. {Sierpinski 距离 空间 ). 设 EE := {zn : nn & 和 }. 试 证 : 由 


IrT{nim)!, nm, 


0. n= nn. ,7 所 全 . 


da Frm) := { 


定义 的 是 记 上 的 一 个 距离 ，(5.4) 的 每 一 单 点 集 者 是 开 集 ， 因 
而 每 一 点 部 是 概 立 点 (EE,d) 是 完备 距离 空间 ， 

再 证 : 至 (zn,1* (2n)-1). neE 可 是 一 递 帮 的 闭 球 列 ， 但 它们 
的 交集 为 空 集 ，《 此 反例 引 自 [ST] 第 152 页 ， 例 135.) 


st 可 分 性 ， 列 紧 性 与 紧 性 


可 分 性 ， 列 紧 虱 与 紧 性 是 实数 集 的 三 个 重要 性 质 ， 也 是 距 
离 
空间 为 至 折 扑 空间 的 几 个 重要 性 质 ， 本 节 将 就 距离 空间 介绍 这 些 
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1. 定义 给 定 (E.D). 基 4CBcE., 有 DB, 则 了 称 4 在 8 中 
关 (enne) 蔡 丰 不 位 全 任何 犁 开 集 ， 则 聊 4 为 这 明 入 (给 天 
处 和 密集 ) 若 已 有 “可 数 乎 子 集 ， 刚 称 可 分 (separable)， 

显然 有 入 在 站 辐 有 是 可 收集 于 地 可 分 由 
此 ， 还 可 知 "可 分 ， 币 实 上 上 ， ?二 {24 :i= 
1,2,… .n} 是 它 的 一 个 可 数 调 子 集 . 

还 容易 证 明 : 政 朗 集 的 余 集 定 是 碘 集 ， 但 殿 逆 不 真 ， 即 称 
集 的 余 集 不 一 定 是 璇 朗 集 ， 便 如 : 有 理 数 集 是 简 集 、 它 的 余 集 是 
元 理 数 集 ， 也 县 称 集 ， 因 而 不 居 态 朗 集 ， 以 上 的 证 明 留 作 习 十 . 

下 面 举 两 个 著名 的 例子 一 Cantor 集 和 Sierpinski 海 纺 

2. Cantor ( 康 托 ) 集 ， 我 们 用 介 绍 Cantor 集 的 构造 ， 证 明 它 
是 朴 关 集 ， 完 全 集 (perfect set), ( 即 < 与 它 的 导 集 4' 相等 ), 并 且 
它 的 热 是 

D Cantor 集 的 构造 ， 将 闭 区 间 [0,1] 三 等 分 ， 去 掉 中 间 的 开 
区 加 (5,3) 依 同 法 利 下 的 汪 个 亲 区 间 0 于 1 各 三 和 分 
并 去 掉 中 间 的 开 区 间 ( 训 , 训 ) (52 一). 依 此 类 扒 ， 第 
" 次 去 挤 的 2 个 开 民间 为: 


(去 (到 3 aa 3 +1)， 去 ( 和 Eo #3* +2)), 
oak 二 0 或 2 k=1,2,...- .nl1. 
将 [0,1) 中 的 实数 表示 成 -: 进 制 小 数 ， 开 令 
od U (去 开 ek 六 (全 an x3* + 2)) 


t=1 已 大 一 站 人 2 
六 一 .ml 


oe 
二 局 UU {Qa a 1, Qa dn 12). 
n= 0,2 
不 ==1,- ,一 1 


称 := [0,1]\ Go 为 Cantor 集 . 
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2) 由 于 Go 是 开 集 . 所 以 Cantor 集 是 闭 集 ， 而 GoU(~o0,0) 
J(1.20) 是 没有 公共 端点 的 两 两 不 交 的 开 区 问 的 并 ， 所 以 号 没有 
孤立 点 ( 即 存 在 Nt 使 (N(z)\ fe)) 门 三 一 0) 因而 出 定 下 29 
{A= A404 知 户 = (by. 即 记 5 为 完全 集 (没有 孤 江 点 的 团 集 ). 
其 次 ， 我 们 可 以 将 i0.1 中 的 一 切实 数 袁 方 汪 进 制 的 小 健 ， 而 
Go 的 构成 区 间 为 
{Oa Gn 1l, O01 Gn 12), 
ox 二 0 或 2; k=.2,.. nl:neN 
因此 Go 中 的 实数 表 为 三 进 制 小 数 时 ， 形 如 : 


Oaaa .dnll dnridni2 


-一 


至 少 有 一 位 数 是 1 而 A:= {a€10,1]: #=0am2ie 一 
0 或 2,k=1,2,…} 中 必 没 有 Go 的 无 所 以 4cPc 1. 设 


B:= {{T1, To 站 二 Zk 二 人 9 或 1， [y E NN}, 
出 定 理 1.4.3 知 8B~ 100.4. 再 令 y:AmB 为 
Parda...} = (有 0.aia2 7 © 太 ， 


其 中 
0, 若 a = 0 
bi = 
1, 车 ax 一 2, 


则 显然 有 4 ~ B， 于 是 由 对 等 关系 的 传递 性 得 4 ~ [6.1]. 起 力 氏 
所 以 而 的 势 也 是 N. 

最 后 证 明 六 是 踊 半 集 . 用 反 证 法 , 假设 记 包含 某 -- 开 人 党. 因 
而 包含 某 一 开 区 间 (a. 2 {fz Ea.3), 令 #5 = min{fr-n. 7], 
商 5>0, 取 mo 使 得 一 < 6. 由 于 xz & 己 是 永远 去 不 掉 的 点 因 


3 


此 zz 必 属 于 第 no 次 去 掉 开 区 间 以 后 镜 下 的 某 -一 团 区 间 fa 而. 因 而 
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ba a 由 5 和 ma 的 定义 知 a, [a, 8). 再 对 [a.4] 进行 三 
等 分 时 . 所 去 掉 的 中 间 的 开 区 间 记 作 {e020), 则 (a0,80)n 码 = 人 @. 
是 (fan c te BC , 这 个 矛盾 就 说 明 玉 不 包含 任何 非 空 开 
集 ， 因 而 是 玖 朗 集 ， 己 

3. Sierpinski 海绵 (Gasket}， 从 一 -个 等 边 三 角形 Eo 出 发 ， 去 
掉 以 三 这 中 点 为 硕 点 的 三 角形 的 内 部 ， 留 下 来 的 集 记 作 Ei, 再 对 
1 中 的 每 一 个 小 三 角形 施行 同样 的 手续 , 镜 下 的 集合 记 作 瑟 , 如 
此 继续 下 去 ， 得 到 区 a.…-, 称 集合 @o := 门 六 6 Bx 为 Sierpin- 
ski 海 棉 . 它 与 Cantor 集 有 着 类 似 的 性 质 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 
[Fall. 

和， 定义 给 定 距 离 空间 (5,d). 4< 瑟 的 覆盖 是 指 五 的 一 
组 开 子 集 ， 它 们 的 并 包含 4. 若 4c 五 的 任 一 禾 盖 都 存在 它 的 一 
个 有 限 子 类 仍然 是 4 的 覆盖 ， 网 称 和 为 紧 集 . 若 4 CE 的 闭 包 
4 是 紧 集 ， 则 称 4 为 相对 紧 集 . 若 是 紧 集 ， 则 称 记 为 紧 空 
间 . 若 EE 的 每 一 点 都 有 一 个 相对 紧 的 邻 域 ， 则 称 二 为 局 部 紧 空 
间 . 兰 4 cE 的 每 一 点 列 都 有 一 收敛 于 中 点 的 子 列 ， 则 称 4 
为 列 紧 集 . 

由 数学 分 析 知 实数 集 (在 1.3 的 例 2 定义 的 距离 之 下 ) 的 每 一 
有 限 闭 区 间 是 紧 集 ， 而 实数 集 是 局 部 紧 空间 但 不 是 紧 空 间 . 

5. 定义 设 4 CE. 加 果 对 任何 > 0, 存 在 n=n(e}jeENN 及 
[fa as} C 4, 合 4c Blar,e). 则 称 4 为 全 有 界 . 


6. 定理 下 列 二 命题 等 价 
1) 瑟 梧 分 ; 
2) 互 有 训 数 拓扑 基 ( 即 存在 互 的 可 数 个 开 子 集 组 成 的 集 类 9 
使 得 的 每 一 开 子 集 都 是 9 的 某 一 子 类 的 并 ， 此 时 称 9 为 忆 的 
一 个 可 数 拓扑 基 ): 


和 对 人 苏 上任， 列 紧 性 与 野性 了 7 
) 三 的 子 集 的 任 一 敌 盖 都 有 可 数 子 敌 盖 . 
a 1) 一 0 设 4 是 在 EE 中 秽 的 可 数 子 集 ， 则 9 := 


{B(a 和 <E4 PE 是 已 的 一 个 可 数 招 扑 基 ， 事 实 上 上， 设 
G 为 5 人 令 
上 
CI: 一 Bla.—1. 
pie-e ( 二 


显然 G1 < G, 反之 ET 刚 存在 r > 0 人 司 呈 zcc 取 
mE NN 使 去 <5, 则 由 和 4 在 EE 中 稠 可 知 : 存在 a& Be 二 1 因 
而 x e Bla, 去 ). 另 一 方面 ， 对 任何 yeE Bla, 去 ). 

dy) < de) + de) < 志 + 二 = 
故 Ble. 二) c Blz,r) C6, 因而 ZTE GG CO. 
2) 一 3 设 9:={Gn :meBN 是 已 的 本数 史 直达 ， 
4cCE 且 {Vw: ae 7 了 是 4 的- ' 个 覆盖 ， 今 
J: 二 {neEN: jael, 合 G, Cc}. 
对 每 一 ne J 取 定 on ET, 使 Gi 了 人， 刚 
UVa UU Ve, VU Gn. 
ne.T mE 


aEI 
由 于 9 是 拓扑 基 , 看 x EW, 则 存在 n(x) EJ 了 合 ze Go) CW. 
于 是 ze Vo R(T) EJ, 所 以 有 


ACUVT= UV,,. 
El EJ 


即 {V5 : n& 是 4 的 可 数 禾 盖 - 

3) ===> 1) 对 任何 ne ,1{B(z. 汪 ): z EB} 蚌 EE 的 覆 语 ， 由 
(3} 知 有 可 数 覆 六 {Btxix， 1) ; 记 EN), 于 是 {znk: kkE 
N} 是 E 中 可 数 稠 子 集 ， 事 实 上 ， 对 任何 "< E 及 > 0, 存在 
ne NN 满足 二 < si 还 存在 下 = kn) EN 使 z€ BlzokE), 因而 


d(x, rng)] < 1<e. OD 


2 
一 和 ? 
mm 
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7, 引 理 (EB,4) 为 紧 空间 的 充 权 条件 是 : 若 它 的 每 一 财 集 族 
的 任意 有 限 子 族 的 交 不 空 ， 则 此 闭 集 族 的 交 不 空 - 
由 de Morgan 法 则 即 得 此 引 理 ， 


8. 引 理 1) 紧 空间 的 闭 子 集 是 紧 集 ; 

2) 距离 空间 的 紧 子 集 是 财 集 . 

证 明 设 4< 五 为 财 集 ， 鳌 为 紧 空 间 ，{Gi: ie< 刀 是 4 的 

盖 ,， 则 4 是 开 集 , 是 {G; : i Ee 了 7(Uj{4°} 是 EE 的 覆盖 ,因而 存 

在 吾 的 有 限 覆 盖 ， 设 为 1Gi,… ,Gi,,A4°}. 于 是 {Gi ,… ,Gi,]】 
为 4 的 有 限 覆 盖 ， 收 1) 获 证 . 

没 4 是 紧 集 ， 要 证 2) 只 需 证 : 对 任何 x #4 4, 存在 > > 0, 使 
Bf{r,r} 让 4 = (由 此 x 有 A 因而 AC 本 )， 

对 任何 ye 4, 令 mm := 3d(z, 9) > 0 则 Barz)m Bly, 7y) = 
人 .而 {Bmy) : gy E 有 A} 是 4 的 一 个 覆盖 由 4 的 紧 性 知 存在 
{yi 全 4 Bory). 令 7 = minizicn ry,: 则 
”>0,H Br, rN Bly,rs) = ,i=1,2,...,n, 从 而 有 


Blz,7)N (U B(yi,ry)) =@. 


占 有 B(x, 4 = 名, 2) 由 此 获 和 证 . 口 

注 此 证 明 中 关键 是 有 分 离 性 ， 所 以 此 命题 对 Hausdorf 空间 
{ 妈 空 间 中 任意 两 点 存在 不 交 的 开 邻 域 的 拓扑 空间 ) 成 立 . 

9. 引 理 距离 空间 的 列 紧 集 可 分 旦 全 有 界 . 


证 明 设 4 为 距离 空间 (E,d) 的 列 紧 集 ， 者 4 为 有 限 集 ， 结 
论 自然 成 立 ， 因 此 不 妨 设 4 为 无 限 集 ， 

今 用 归纳 法 证 明 . 首先 任 取 zl < 4. 则 di := supyea d(xX1,9) < 
co, 否则 存在 {yn} C 4, 使 dzi,yn) 一 oo (n 一 00), 由 有 列 紧 知 存 
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在 {yn }, 伍 3 + ¥. {Ek 一 个 aoc). 于 而 dlz1, vy) 一 limy -va d(x1, jp] 
= oo, 这 与 d{z1, 让 < cc 并 盾 : 
设 {X11 “ Xn} 已 姐 已 取 山 ， 归纳 地 了 腾 Tmtl 所 加 满足 


= dn 
mnin 如 ka 一， 
lk ( i ) 2 


di :一 sup min d{zx,y). 
UE 起 l<ken 


则 直上 归纳 法 可 取出 {z，: ne N} < 4, 显然 而 1， 往 证 4 一 
0 (mn 一 co)， 假设 不 然 ， 则 存在 = > 0， 使 得 对 任何 7 NN, dn 之 
z， 于 是 对 任何 n,m < 本 有 dvrny Tm) > 了 即 {zn :区 
的 任何 子 列 不 是 基本 列 ， 凤 而 部 不 收 敦 ， 这 与 4 列 紧 了 矛盾 ， 所 以 
d 一 0 因此 对 任何 = > 0. 存在 ni < RR, 使 ds，< s， 巩 
supyea nicren dz 2 = ds, < &, 因而 对 任何 > < 4, 在 在 
2 1 使 可 zz < 即 4 Un Blzn,s), 这 就 说 明 4 全 有 
界 ， 同 时 也 说 明 {zx : x ENN} 在 4 中 稠 ， 因而 4 可 分 口 


10. 定理 4 为 紧 距 离 空 间 (E,4d) 的 紧 子 集 当 且 仅 当 4 为 财 
集 有 日 列 紧 . 


证 明 切 设 4 十 五 的 一 个 紧 子 集 ， 则 由 引 理 82) 知 4 是 闭 


集 . 


假设 4 不 列 暴 ， 则 存在 {fan} c 4 使 它 不 包含 收 化 于 列 (由 于 
4 是 团 集 ， 此 事 等 价 于 不 包含 收 侣 于 中 点 的 子 州 ). 因此 对 任何 
z € 4, 存在 N{zx) 只 包含 有 {a,} 的 有 限 个 点 (否则 存在 a E 4， 
使 e 的 任 - - 邻 域 包含 fen 的 无 限 个 点 ， 因 而 {an} 有 一 于 列 收 
效 于 a), 而 {Nlz) : zx € 4} 是 4 的 萎 盖 ， 和 由 4 的 紧 性 知 存在 
{zi kj CAA 使 N20) 242 fo 而 UN(zi 只 能 
包含 {an} 的 有 限 个 点 ， 所 以 {an} 只 有 有 限 个 不 同 的 点 ， 因 而 它 
包含 收 合 的 子 序 列 ， 此 式 盾 即 证 明 4 为 列 紧 的 ， 
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2) 设 4 为 闭 集 且 列 紧 ， 由 引 理 9 知 4 可 分 ， 青 由 定理 6 3) 
知 4 的 任 一 -覆盖 都 有 可 数 子 性 盖 ， 所 以 只 需 证 : 4 的 每 -- 可 数 
放 {Gn : nn 6E RN} 有 一 有 限 子 覆 盖 ， 反 证 法 ， 设 对 任何 me 于， 
Uk Gr 用 4, 于 是 存在 rw < 4 使 得 x # Uri Ga, 由 4 的 列 
紧 性 及 闭 性 知 存在 {zn} 及 >E 4 使 一 zy 人 一 oo， 另 
一 方面 ， 因 为 (Ut, Gn) 为 闭 集 ， 生 随 x 的 增加 而 下 降 ， 所 以 
{rm mn Ci re)”. 硕 对 任何 neNN, 有 ze {Uk= GE}. 
因而 ze (1 Gr) c 4, 这 个 矛盾 导致 1G meE 到 } 中 有 4 的 
个 育 限 子 攻 盖 .， 吕 
11, 定理 设 乓 是 (下 .ol) 的 - -个 子 集 , 则 下 列 三 个 命题 等 价 : 
了 到 列 紧 ; 
2 天 紧 ; 
3) 天 完备 且 K 全 有 界 . 
而 且 每 一 紧 距 高空 间 完 备 可 分 全 有 界 . 


证 明 1) = 全 2). 由 定理 8 知 内 需 证 朋 : 人 设 {zn} 
KE, 则 对 任何 PE 区， 存在 y, EK 使 dL. yn) i, 由 1) 知 {ya} 
有 一 收敛 子 列 {yw : 上 € 多 } 收敛 于 ye 瑟 ， 曲直 ke N} 
也 收复 于 9, 故 琶 列 紧 . 

2) 一 > 3 引 . 设 天 坚 ， 则 由 下 在 下 中 秽 知 对 任何 :> 0， 
{B(xz,e) :ze 去 } 为 五 的 覆盖 ， 因 而 KK 有 有 限 子 惠 盖 {B(zx,s) 
二 1,2,… ma 天 所 以 于 全 有 界 . 其 次 设 {zs} CC 六 为 基 
本 列 , 又 由 定理 10 知 六 列 紧 , 所 以 有 {xa} 的 子 到 收敛 于 zo & 三 ， 
因而 {fz。} 本 身 收 傅 于 zo & 天, 所 以 下 完备 . 

3) = 全 ). 设 引 成 立 ， 且 {xn} CK. 著 {za} 只 有 有 限 个 不 
辐 点 ， 旭 必 有 一 收 僵 子 列 , 因此 不 妨 设 {zn} 两 两 不 同 . 由 下 全 有 
界 知 对 任何 we N, 存在 foi ，… ,ze 这} cK, 使 {8(z1”, 4): = 
1,2,… ,Rn 为 KK 的 覆盖 ， 兴 此 {z。} 中 有 一 无 限 子 序列 {x21.,} 
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包含 在 菜 - BI{ E20 : 1) 中 ， 此 时 (人 E K)}. 合理 {zn : nt€N} 
有 一 无 限 子 列 {x2，} 全 全 在 时- B(zR 3) 中 ， 陛 村 (zf € K). 
依次 类 推 ， 存 在 着 可 数 个 无 限 子 列 使 


{za} 了 {zn} DD {rrn} Ds, 


而 且 {xkm} 包含 站 一 个 半径 为 主 的 球 中 ， 取 


En := Tnn. | 


则 当 mm > 时 ， dz < 角 (因为 都 在 B(zi , 青 ) 中 ), 即 
{zn : 站 所 天 为 一 基本 列 ， 由 于 下 完备， {z.} CC {zn} 收敛 因 
而 KK 列 景 ， 故 1), 2). 3) 等 价 . 

为 证 最 后 的 命题 ， 设 (8,d) 为 紧 空 间 ， 则 由 2}, 3) 等 价 知 五 
完备 ， 由 1), 2) 等 价 (或 定理 10) 知 E 列 紧 昌 闭 ， 再 由 引 理 9 知 
互 可 分 ， 口 

注 在 此 定理 的 证 明 中 ， 采 用 了 下 列 的 程序 : 先 取 序列 {z; : 
n € 入} 的 具有 某 种 性 质 (例如 递减 ) 的 可 数 个 无 限 子 列 {zn : ni € 
RE 因 ， 然后 令 mn := fnn.n 5 可 而 得 到 适合 某 种 要 求 的 序 
列 ， 这 种 程序 通常 称 为 对 角 线 程序 (diagonal procedure). 


习题 

1. 试 证 : {及 ,dd (dz.g) = |zx 一 让) 完备 ， 可 分 ， 但 不 是 紧 
间 - 

2. 斌 证 : (a, 有 可 ,9) 为 完备 ， 可 分 ， 紧 距离 空间 ， 

3. 试 证 : 紧 集 的 佬 子 集 也 是 紧 集 ， 闭 集 是 答 一 定 是 紧 集 ? 

4. 车 {45 En e N} 是 递 降 非 空 坚 集 序列 ， 且 df(4) = 
SUPs ye An dtr, y) —* OD, 岂 存 在 唯 - 一 的 zu &€ 门 这 1 地 - ”将 {A..} 改 为 
闭 集 序列 结论 还 成 立 吗 ? 
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5, 设 A4cB8cE, 兰 Bc A 如 称 4 在 8 中 稠 ， 试 证 : 设 
A,B,CCcE 有 HA 在 B 中 币 ，8 在 0 中 稠 ， 则 4 在 C 中 秽 . 

8， 4 为 踢 妆 集 的 充 要 条 件 是 任何 非 空 开 代 B 都 有 一 非 空 开 
集 CcB 合 CNnA=@. 

7. 世 朗 集 的 余 集 是 笛 集 ， 并 举例 说 明 笛 集 的 余 集 不 - - 定 是 柚 
衣 集 . 

S 给 定 [E.d).4cE 则 

1) a Ee 有 4 当 有 卓 仪 妆 存 在 {an: nER}CCA 使 daw,0) 一 0.( 归 
ta 一 A) Ro 90. 

2 人 aaE4' 当 用 仅 当 存在 {fay : RE 和 N}CA, 有 日 a. neEN 两 
两 不 同 使 daw.a) 一 0. 

9. 设 ( 主 ,d) 为 一 紧 上 距离 空间 ，{fG: AE A} 是 瑟 的 -一 个 纵 
善 ， 则 存在 a > 0 使 任何 半径 为 a 的 开 球 至 少 被 包含 在 一 个 Ga 
之 中 [Lebesgue 性 ). 并 试 举 一 反例 说 明 : 当 FE 为 爹 有 界 时 ， 上 述 
结论 不 真 ， 

10. 在 紧 距 离 空间 中 ， 若 {zn} 两 两 不 同 ， 且 只 有 - -个 育 点 e. 
则 >， 一 afna 一 2). 

11. 相对 紧 集 -- 定 全 有 界 ， 而 在 完备 距离 空间 中 , 全 有 界 集 一 
定 相 对 紧 . 

12, 有 ”中 的 子 集 为 紧 集 当 且 促 当 它 是 有 界 闭 集 . 

13, {E,d) 中 任何 两 紧 集 之 并 仍 为 紧 集 . 

14, 设 (EE, ,dn), n E 对. 闵 - -距离 空间 列 . 


Fw :二 Fx Ex :二 {2 : I 二 (x1 X22 ), Zz EEE,. 好 E 到. 


dlz, x') := 3 去 min(dy (Cra zt, 试 证 : 
n=1 
1) (五 -本 为 一 距离 空间 ; 
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2) 设 neN, 是 包 的 开 子 集 (R= 1,2. ,m0)). 则 (80.9) 
中 一 切 形 如 
Gi= x Xx Un x Fnpl Xe 


J Ee 一 
: 1 十 2 
都 是 B、 的 开 集 ; 
3) {Ew de 即 一 切 由 2 
你 出 的 集 族 是 (Fs 前 i 


5 着 久 (6 了 人 


5 距离 空间 上 的 映射 与 函数 


数学 分 析 中 的 扼 数 的 连 线性 福 念 等 表 可 以 推广 到 是 离 空 间 ， 
其 全 更 广 的 空间 ， 为 此 先 给 出 下 列 定 义 . 

1. 定义 设 (E.). 453.p) 为 给 定 的 距离 宝 间 ， f : 一 5 
为 玉 到 3 的 映射 ， 将 对 笃定 的 ro E 巨 及 任何 的 。 > 0, 存在 
6 二 {zoe > 使 当 ofzsazol<g 时 有 AAAzo)<s 则 称 
f 在 点 xz 连续 ; 若 /在 每 - x EE 连续 、 则 称 f 在 上 上 连续 ; 
若 了 为 互 到 5 的- 陕 射 ， 则 瘟 由 寺 y-! 在 在 ; 阁 ff-! 都 连 
续 ， 则 称 了 为 与 5 间 的 同 及 映 射 ; 厅 了 为 记 到 5 的 一 一 上 映 
稀 ， 生 PCAfr AP) = d(x. rye EB, 则 称 了 为 E 与 S$ 闻 的 等 
距 映 射 . 

显然 了 等 距 、 了 了 同 乓 、 了 了 连续， 在 任何 点 x € 五 连续 各 
概念 依次 一 个 理 合 后 一 个 . 

例 1 := 下 是 (qd 与 ((-1,1),p) 加 的 等 路 


映射 
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易 知 ff 是 及 到 (~1,1) 的 一 一 映射 , 在 及 上 定义 dx, := 1s 一 
下 ;在 (1,1) 上 定义 pz 切 = 上 一 着 则 对 任何 x,y eE 民 
有 plFle fF) = | 一 IC = |z— = d(x,), | 
而 了 是 及 ,aQ) 到 (-11,p) 上 的 等 距 映 射 . 

若 补 充 定 义 有 (00) = -ED flo0) = 1, 则 将 了 扩充 到 到 上 而 
成 为 下 到 [-1.1 的 一 一 映射 . 

2. 引 理 设 {EB,Q). (5S,p) 为 距离 空间 且 /: 瑟 一 9 则 下 列 各 
命题 等 价 : 

1) f 连续 ; 

2 对 3 的 任何 开 子 集 6G, 广 !(G] = {z EB: fz)jeEG} 为 E 
的 开 子 集 ; 

3) 对 3 的 任何 闭 子 集 已， AI) 为 五 的 闭 子 集 ; 

4 对 一 切 ACS 一 1(A) 23 了 (4 

5) 对 一 切 4< 下 一 f(A) Cc f(A). 

证 明 由 f 在 zo 连续 的 定义 知 其 等 价 于 
{1} Yey 0, 3 蜂 ， 储 了 Dafzoy 6)) 性 Bolf {ro), 2) 
即 Batre,6) C FICB, (fF (ro), e)). 

车 [21 成立， 则 对 一 切 zo & Be > D0, 了 1(Bp(f(z0),e)) 为 开 
集 , 由 zo 属于 此 集 知 存在 5 > 0, 使 Bufzo, 8 C 71(Bo(f(xo),e)). 
因而 (1) 中 的 包含 关系 成 立 、 故 1) 成 立 . 

反之 ， 设 了 连续 日 如 是 3 的 任 一 开 集 ， 往 证 : 了 71(G) 是 开 
集 ， 对 任何 ze f-1(G) 有 f(z} < G, 由 于 G 是 开 集 ， 所 以 存在 
z >0 使 得 B,(f(z),e) ccG. 再 由 了 连续 知 ( 即 (1)) 存在 5>0 使 
得 


fF{Balx, 6)) 全 Bol f(r), #) CE, 
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故 Bufz,8jc 广 !G), 因而 广 !(G) 是 开 集 ， 所 以 1) 与 ?) 等 价 ， 
2), 3), 4). 5) 的 等 价 性 的 证 明 留 作 习 题 . 
3. 引 理 设 (Bl,d1). {dx2). (Bs.ds) 为 距离 空 闻 ， 且 凡是 
EI 到 Eo 的 连续 映射 。 记 是 Ez 到 Es 的 连续 映射 ， 则 产 = 万 
{fo fr) := 所 (f(x) 为 EL 到 Es 的 连续 映射 ， 【可 题 ) 
4. 引 理 设 六 5 为 眶 次 空间 (E,d) 上 的 实 ( 复 ) 数值 连续 隔 
数 ， (fg9: ERR(CY), oa ER (CO) 则 
A Fr) := (fz)l: 
ep {af}{z) := af (2): 
f+g: (f+ g(r) := f(r) + g(r); 
fg: (f(T) := fr) gr) 
都 是 实 ( 复 ) 数值 连续 函数 ， 进 而 {E, dd) 上 的 全 体 实 ( 复 ) 数值 连 
续 函 数 对 实 { 复 ) 数 乘法 、 函数 加 法 及 函数 乘法 作成 一 结合 代数 . 
苦 f.g 为 数值 连续 孙 数 ， 日 对 一 切 z EE. gz) 关 0 则 


{19 
gg ge 


也 是 数值 连续 函数 ， 
车 f,g 为 实 值 连续 函数 ， 风 
fvag: (fv oe) := fz) v g(x) = max{ f(x). g(r)): 
fag: FAN := fr) A g(t) = min(f (zx), g(2)). 
是 实 全 连续 函数 。 (习题) 
5. 引 理 设 (5E,q) 为 距离 空间 . 
1) 设 4,8 为 EE 的 两 个 闭 子 集 ， 且 4MmB= 名 , 则 存在 五 上 
的 连续 函数 六 使 fa4) = {1}, f(8)= {0} 且 天 再 c [0,1j. 
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2) 设 #4,B 为 请 的 两 个 闭 子 集 ， Am B = 全， 1.9 为 上 过 
续 实 函数 ， 刚 存在 六: 太一 上 民 连续 量 


加 x), mEA; 
Mo 人 reB. 9s hEIVg. 


其 中 实数 值 国 数 h， < hz 是 指 : 对 一 切 x & ER) Shafz]. 
3 设 4 为 E 的 闭 于 集 ，f: 4 一 刺 , 有 界 连 续 因 数 ， 则 存在 
了 : 五 悦 明 连续 , 使 flz) = ftz) 对 - 切 ze4 且 suprcejFfz)| = 
supzea jz 


证 明 站 因为 d(. 4). 2(,B) 都 是 瑟 到 取 的 连续 函数 (因为 
|afz， ya A < dlr.y)} 有 1 


故 由 


d{z, B) _[0., zeB: 
Je) d{z, A}+ dz,B) { 1, ZEA. 


定义 的 了: EE 一 民 满 足 要 求 1). 
ii) 由 六 ) :一 一 dfr. AJg(z) + dl{z, 


dz A) + d(x, B) 

是 要 求 2). 
ii) 若 f= 0, 则 结论 显然 ， 因此 设 #0 记 fo(x) := f(x),z€ 
A, mo = supzea Flr) Ao := {£ E A: folr) < mo/3)}, Bo := 
fpzE4: 有 (2) > mof3), 则 Ao, Bo 为 瑟 的 闭 集 征 4on Bo = 多, 
由 2) 知 存 在 局 : 三 一 及 连续 有 Hfo(do}) = {-moi3}, 了 (B06) 二 
{rmo/3}, —mo/3 < FHF < rmol3, 令 fi(r) := f(r) — Folz), EL 
风 户 : 双 王 用 连续 是 nz; := supzea [1(2) < Smo. 将 上 述 
对 必 ,me 的 讨论 过 程 用 于 广 ,ma, 而 且 此 种 讨论 过 程 可 以 归纳 地 
进行 下 去 ， 干 是 得 到 连续 函数 列 咏 , i = 1,2,…, 使 得 : 对 任何 


BE) sj 尺 的 及 : 五 ， 灵 满 


~ 


“可 烛 > 二 
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加 
Tt 


iEN, 


(3) mn, < Fr 3 (3) mo rEE. 


于 2 m—] 
f(a) 一 > Fi < (Gs) hun, 也 所 几 ， 
， i | 


这 些 性 质 庆 得 了 (zx) := 末 ,所 (zx) 绝对 一 致 收 敏 , 因而 :天 一 民 

连续 日 在 A 上 与 f 相国 {与 及 上 要 应 定理 同 缮 证 明 ), 还 有 
:flr)' < 2- lx)| 所 > 33) ™ = me. 

因而 supsep ,fr = supye sy flr)| = nw. OD 

6. 定义 没 (上 ,dd), (5,p) 都 是 出 帘 空 间 ， A CE.f: Am5. 
车 对 作 休 = > 和 存在 5 > 0 使 当 zE4 有 dir 由 < 时 ， 部 有 

PFCP]， fF) 到 三 - 
峙 称 在 4 上 至 连续 ， 若 4 一 B, 则 你 一 致 连续 . 

7. 引 理 设 1E.d. 1s nm 为 两 个 距离 空间 ， 昌 (5,p) 完备 . 
4 二 五 在 号 中 得 ， 了 : -5 一 致 连续 ， 则 存在 一 个 唯一 的 
gg: 五 一 活 - 一 致 过 续 、 有 下 8 四 一 下 z: 对 - -所 xwE4. 

证 明 国 为 人 4 二， 村 深 对 任何 x EEE, 站 {an} C 4. 使 
dn 一 迪 fa } 为 也 上 的 基本 测 |. 由 了 的 一 致 连续 性 知 {flanl!} 
是 5 中 的 基本 列 ， 所 以 存在 glx) ES 使得: petea 92 一 由 
即 flow) 一 gtx) 可 以 证 出 of 与 {oy} 的 选取 无 关 ， 国 向 g{z). 
ze 瑟 是 五 到 5 的 陋 数 .用 舅 证 : sg 致 连 续 计 满足 引 理 隐 划 


求 . 门 
8. 引 理 给 定 商 个 距离 宇 闻 (上 .由 , (5S.p). 日 全 四 紧 ， 若 
F 五 与 连续 则 了 -至 连续 ， 


证 明 留 给 该 关 . 


Lt: 第 二 章 ”距离 空间 
9, 引 理 没 {E,d) 为 紧 距 离 空 间 ，f: 互 一 下 连续 ， 则 了 这 
到 最 大 什 及 最 小 值 . 
证 明 留 给 读者 . 


习题 
完成 正文 中 引 理 2, 3, 4, 8 和 9 的 证 明 ， 


59 


第 三 章 测度 空间 与 概率 空间 


在 数学 分 析 积 分 (特别 是 重 积分 ) 理论 中 ， 面 积 (或 体积 ) 是 
基础 慨 念 ， 它 具有 可 加 性 : 即 设 几 何 体 4，B 不 相交 且 分 别 有 体 
积 了 (4)， WV{B), 则 几何 体 4 UB (将 几何 体 看 成 组 成 它 的 点 的 集 
合 ) 的 体积 


VIAU BI}=V(A)+ VBY. 


我 们 还 知道 概率 也 有 可 加 性 . 事实 上 , 还 有 很 多 客观 事物 具有 可 如 
性 ， 例 如 ,任何 一 种 材料 的 重量 (质量 ); 导体 所 负载 的 电荷 ; 物体 
所 受 的 压力 等 等 , 将 这 些 可 加 性 加 以 概括 就 成 为 测度 的 概念 . 所 谓 
测度 就 是 在 一 个 给 定 集合 只 的 某 一 子 集 类 & 上 定义 的 一 个 满足 
完全 可 加 性 的 非 负 函 数 pt4), 4 < 6, 即 阁 4。:neN 是 & 中 两 
两 不 交 的 元 ， 且 [er 4% Eee, 则 


AU An)= FplAn) 


TE 5 寺 
(更 广 一 些 的 情况 是 更 值 可 以 是 向 量 , 本 书 不 加 讨论 ). 为 了 研究 
如 首先 需要 讨论 6 应 县 有 哪些 性 质 才 适合 做 4 的 定义 域 , 这 是 本 
章 氏 所 讨论 的 内 容 ， 其 次 将 介绍 构 作 测 床 的 方法 以 及 概率 和 ER” 
上 一 些 具 体 的 测度 ( 勒 贝 格 测度 , 勒 幢 格 - 斯 带 尔 捷 斯 测度 等 ): 再 
次 ， 将 讨论 测度 的 一 些 基 本 性 质 ， 最 后 将 介绍 分 数 维 及 其 测度 . 


s1， 集 类 


本 节 将 介绍 一 些 在 测度 和 概率 论 中 常 遇 到 的 一 些 集 类 ， 并 讨 


6 党 := 章 刘 席 堂 辣 与 司 率 宝 间 
论 它们 的 基本 性 质 ， 
1. 定义 设 吕 是 - 络 定 的 非 空 集 台 .， 它 的 -- 些 子 集 组 成 的 类 
8 称 为 了 人 的 一 个 半 集 代数 . 如 困 它 满足 : 
(NESOGES: 
(0) 车 A4.BES. 叶 ANBES: 
GD 和 A Al & 8§. 4 C 4, 让 { Az .A } C8. 
忆 [ 高 后 丰 朗 有 使 A = ri: 
显然 由 {i 知 ye 


2. 3 理 2 鸭子 集美 8 是 半 集 代 莹 的 充 要 杀 件 是 (让 .(i) 友 

ii 8 在 1 4 ES 它们 两 商 不 芝 ， 月 
合 4 := 0 A i 

: 注 普 :4ESH 4 未 必 属 于 3). 

证 明 贸 给 读 沁 

3. 倒 1 这 人 二 CF neB, hn hfe 
于 f= 二 2 鸭 8:= 了 也 < ET 或 {= cc 为 半 集 代 


站 好 
六 


例 2 了 中 人 1. 史 
S 本 md a dd Bo (hb), 
仿 :一 了 一 如” 
(a,b, ， 


a 
居 RE 的 一 个 半 集 代数 ，( bi = + 时, 理解 z 可 取 任 意 天 的 
实数 ， 但 不 能 取 -x 村 mu = -ce 亦 同样 理解 ) 即 在 实 直线 上 ， 
-十 左 十 有 了 闲 的 区 必 (有 限 或 无 限 ) 作成 实 直 线 的 -: 半 集 代数 . 在 
实 平面 上 ， 一 切 左 开 右 闭 的 定形 (和 有 有限 或 无 限 ) 作成 实 平面 的 个 
半 集 代数 、 等 等 
4. 定义 Q 的 子 集 类 4 称 为 它 的 集 代数 , ( 亦 称 布尔 代数 ) 如 
果 它 满足 : 


(QE: 

GABEA ~ ALB. AMBeEeA: 

Gi AEA = A := 0 AeA. 

显然 ， 9 的 -一 团子 集 的 类 是 8 的 ~ 个 集 代数 . 此 处 ，{ DR }. 
{六 ,再 都 是 集 代 数 . 


5.3| 理 9 的 于 集 类 4 站 人 的 集 代数 的 充 要 茶 件 呈 下 列 诸 给 
某 件 过 - -成 立 : 

ti 定义 4 中 的 [中 .GD 及 GABeA 一 AJBeA 

(ID 旺 放 中 的 中 广 0” A.BEA == ANBEA: 

QD) Nenad 改 li A.BEA —» A BEeA. 


证 明 由 4 ， B= 有 8B 另 知 人 fi 一 > [ih， 宏 定义 
4 一 全 TI 克之 ， 基 Gi 成立， 出 全 和 二 月 对 仔 人 4 € A 
A 
太 
AB= (A BY 本 门下 = ANBY = 4 8". 


条 年 ) 成 还， 上 {I -一 并 多 4 辣 时 也 证 明 AIU) 一 人 六 


[人 于 有 A B= TB A478B= iB C4 = 4 秆 I 
(1) -一 > {J i 4 = tl 理 
颖 证 二 


" < 
如 :二 { 日 了 4，: A .4 总 果 负 [机 不安 ， 站 夺 到 省 
A 


为 包含 8 的 最 小 集 代数 (好 任 一 包含 8 的 9 pe 
称 此 集 代数 为 由 8 生成 的 集 代数 ， 有 时 记 作 A(8 
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证 明 显然 ， 4 > 8. 再 证 : A 是 0 的 集 代 数 ， 事 实 上 上 ， 
ne 8 cA. 因此 ， 由 3 引 理 5 的 (II) 知 只 需 证 : 若 4,B E .4 则 
AreEA 晶 AMBEA. 由 A 的 定义 知 


有 = [| 有.， B= 1 B, 
此 二 ] kk 二 1 


其 中 Ak E€ 8, Br & 8, Al. ， 扣 r 商 两 不 交 ， Bl, .Bm 两 两 不 
交 于 是 


4 Nn ?= (U, 4)NGU 30)= U Ut 站 239 


由 定 儿 1 知 A 个 Be egs 显然 对 并 = 1 np 两 两 
不 变 , 故 4mB eA. 其 次 由 引 理 2 知 对 任何 ke {1,2,.… ,nj 
存在 {A410… ,Akms } C8 两 两 不 交 ， 使 4 = LU Axe E 4 因 
此 


A 一 人 4 过 上风 ， 
上 二 1 
故 4 为 一 集 代数 . 
再 证 : .4 = A(S). 由 于 .4(8) 是 集 代数 ， 它 对 有 限 并 封闭 ， 因 
而 8 的 有 限 个 元 的 并 属于 A, 故 A(8) 了 4. 反之， 由 于 .4 为 集 代 
数 ， 且 包含 8, A(8) 为 最 小 集 和 代数， 所 以 4A 2 A(8), 故 4 = AC5). 
最 后 ， 今 4:=f4Cn: 4= UAds, 41,… ;An E85}, 显 
然 4D4, 若 4<4. 则 存在 {14… ,4 cs 使 
= U As. 
由 于 .4 为 集 代 数 ， 且 42 8. 国 而 4D1T4 4》 故 4e4 
于 是 CA, 国 而 4=4 口 
7. 例 1 设 吕 = Ri de N,8 由 第 3 有 目 中 例 2 规定 ， 则 
A:={ACR:: A= UU 4 4 ,An € 8, ne N.} 
£=1 


§1.、 ”和 集 类 63 
为 集 代数 . 


在 研究 测度 时 , 不 仅 涉 及 到 集运 算 对 有 限 并 , 有 限 交 封闭 的 问 

题 , 更 重要 的 是 涉及 集运 算 对 可 数 并 , 可 数 交 封闭 的 问题 . 于 是 给 
出 下 列 的 定义 ， 

8. 定义 称 有 的 下 集 类 于 为 中 的 = 代数 (ec- 域 ), 如 果 它 满 

是 : 


{i} QeF 

让 着 AeF. 则 AF EF: 

fi 若 An € ,neEN, 风 (4, Ee 

显然 ， 任 一 -代数 必 为 一 集 代 数 ， 9 的 一 切 子 集 构成 的 和 集 
类 是 一 c- 代 数 ， 因 此 9 的 o- 代 数 存在 ， 而 且 它 包含 人 的 任何 
zc- 代数 ， 此 外 {@D ji {8,4,45,9), 4c8, 也 都 是 的 o- 代 
数 ， 由 de Morgan 法 则 立 得 下 述 


9. 引 理 4 是 9 的 一 个 e 代数 的 充 要 条 件 是 定义 8 中 的 人 
fii 及 

(ii 若 4 EF,neN, 则 站 > 4。e 于 

10. 引 理 9 的 任意 一 族 o 代数 的 交 仍 为 9 的 = 代数 . 

读者 自 证 之 . 


11, 定理 设 和 是 只 的 - :个子 集 类 ， 则 存在 一 个 唯一 的 的 
= 代数 a(@), 它 包 食 8 而 且 被 包含 8 的 任 一 o 代数 所 包含 o(&) 
称 为 由 生成 的 o 代数 . 或 包含 © 的 最 小 = 代数 . 


证 明 由 于 的 一 切 于 集 构 成 的 代数 包含 Ce. 所 以 包含 C 
的 z 代数 类 不 空 . 令 .Ao 为 包含 © 的 一 切 a 代数 的 充 ， 由 引 理 10 
知 Ao 是 8 的 一 个 o 代数 显然 ， 它 具有 定理 结论 所 述 的 性 质 ， 
而 且 唯 一. 


人 第 二 总 。 河 度 空间 与 概率 空间 
12. 例 1 设 m -Rn deR,s 为 第 3 目 例 2 中 规定 的 集 类 ， 


和 efel 为 d 维 Borel 域 (代数 ). 记 作 3 或 BR') (SI d= 1 
时 ， 常 简 记 作 B 或 BCR)). 罚 然 


B= ol.A(S)). 


此 外 由 定理 2.2.11 请 B37 包含 4 的 ，- 切 征集 的 类 04, 一 切 闭 集 
的 类 ， 国 而 


Bio gtO. 
例 。 设 Q=& 为 金 体 复数 集 ， 令 i 一 V7 
$8:={4:4={zeEE: 2=++iy, {zw E (ab]}, apE RR}. 
则 称 sz(8) 为 复 Borel 域 ， 


例 3 设 [E,p) 为 - 王 离 室 问 ，@ 表示 三 的 开 集 类 ， 称 3 一 
zt 为 EE 的 (关于 4 的 YBorel 域 . 记 作 B(E,p) 或 BE). 


例 4 称 及 := 及 -20x 为 广义 直线 ， 共 中 =cc 与 下 的 
运算 规定 如 下 :; 


十 ( 土 3c1 = [二 06] 十 二 二 9， YTEK, 
EH 
LT- [+o0) 一 【二 区) 了 一 
千 30， “之 0 
{ 士 35) 十 [ 士 sc) 一 三 OC, 


【 士 ec] “ 【 士 ec) 二 +. 
【 士 eg (二 30) =: 一 90 
0. ( 士 o) = ( 士 2e1.0 王 0， 


引 . 华 光 G5 
而 各 ft20) 十 (一 20), e+ {二 sc) 不 加 定义 .在 加 上 定 闵 距离: 


| 
i Z.Y EE 区， 


b 
I 1 
| 
二 和 了 一 上 外 TER.y= 上 DC 

Ptr :一 | 

| + IER -00 
11+， 
2 1 一 十 .1 一 一 ec 


T= (xl Tal.y = (yt y4) eR. 
若 令 
$={(a.b. abeR)}. 
则 
afS) 二 人 B( 意 ") 
旦 有 


BIE") ~ 及 4 一 B{R'Y. 
此 处 及 以 后 ， 定 儿 吕 的 于 集 类 6 故人 旨 的 下 集 4 的 交 
enA:={CNA. Ceel. 
在 有 关 of- 代 数 的 讨论 中 ， 一 个 十 分 重要 的 工具 是 单调 类 定 
理 ， 我们 在 本 节余 下 的 部 分 加 以 介绍 ， 


13. 定义 由 的 子 集 类 IT 你 为 +- 系 ， 如 果 它 对 交 封 闭 ， 介 的 . 
子 集 类 A 称 为 - 系 (或 Dynkin 类 ). 如 果 它 满足 
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(Qe A: 

(i) 对 直 差 封 六; 即 4,BeA,4cCB = BVAEA: 

(六) 对 不 降序 尹 的 于 封闭 : 即 {A 三 及] 民生 A,1 = 一 全 
U2 六 万 起. 

显然 半 集 代数 是 r 一 系 

引 理 苦 8 的 子 集 类 和 同时 为 %- 系 及 r+- 系 则 为 

本 

证 明 由 为 r- 系 知 它 对 区 封闭 , 再 由 8 是- 系 知 0ee, 瑟 
对 任何 4ee,4co 则 由 人 加 知 4e=nv4ee. 最 后 若 4。ee， 
n€ NN 网 B; := Up_i 4Ar, n EN 是 不 降序 列 ， 且 由 Ai E68 及 E 
是 7- 系 知 


= 人 4 E 6. 

因而 Bn € 8, 由 ( 盖 ) 知 ni 4n = UN Bn ee, 故 由 定义 8 知 
是 o 代数 ， 口 

15. 定理 (集合 形式 的 单调 类 定理 ) 设 P 的 和子 集 类 @ 是 x 一 系 ， 
AfS) 是 包含 © 的 最 小 \- 系 ， 刚 

Afe) = efe). 

因而 任何 包含 8 的 A- 系 ADale). 

注 包含 任何 子 集 类 C 的 最 小 %- 系 A(e) 的 存在 且 唯 一 性 的 
证 明 与 定理 11 的 证 明 相 同 . 本 节 当 题 16 是 一 个 更 一 般 的 结论 . 


证 明 首先 注意 吕 的 任 一 o 代数 于 显然 是 和- 系 、 故 ol6) 是 
包含 8 的 一 个 入- 系 , 因而 o(&) 2 A(8), 因 之 只 需 证 A(C) 是 4- 系 
即 可 ， 令 


Aa:= {BEAC): ANB EAC)}. 
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显然 ， 若 能 证 明 : 对 和 任何 4E A(8) 有 Aa = A{GC) 即 可 ， 证 明 分 
三 步 : 即 证 明 : 

1). 对 任 们 4 € AlE). A 司 -一 入- 系 ; 

2). 对 任何 A € ©. A = AiC): 

3). 对 任何 A Ee AfGy 44 = A(G). 

1)， 由 Aa 的 定义 即 和 凑 Re Ada, 设 BCedAs 有 BecC, 
则 4PmC AMrTBEABIEE ANBcC ANcC 由 A(C) 是 4A- 系 
知 An(CN\B)= (47C)\ (4NB)eA(C), 因而 由 Aa 的 定义 知 
CBE 若 {An} CAa. An 1, 六 pe EAfe) BL AN A 1. 
因而 4 站 Un aa = (1A 门 44) 6 A(E). 由 A 的 定义 即 知 
LU An Eda 故 .44 十 一 和 - 系 

2). 设 4ee 则 .44cAfe), 于 是 要 证 .44 2> Are), 由 (a) 知 
.44 是 =- 系 刊 只 要 证 : .44D3B 即 可 . 设 Be&. 克 是 - 系 
知 ANBERCCAO, 赵 cAa. 

3), 设 A e Ae), 则 对 任何 Bec, 由 知 4€dB, 由 As 的 
定义 知 4m 吾 EAfe) 因而 再 由 4a 的 定义 知 昌 EA4, 艾 CC Aa， 
由 0 即 知 A(E} CAs CA(C), 即 .44 = AC). 

故 定理 的 前 一 部 分 获 证 ， 至 于 第 二 个 结论 由 前 一 结论 立 知 . 

此 定理 在 测度 论 和 慨 率 论 的 理论 研究 中 是 一 个 重要 的 工具 . 
它 的 用 法 如 下 : 通常 是 已 知 6 中 元 具有 性 质 5. 需要 证 明 o(8) 中 
的 元 也 具有 性 质 5, 为 此 令 A := { BC RR:B 具 有 性 质 S5 } 于 是 
AD 8. 然后 证 明 是 r- 系 , 再 证 A 是 和 - 系 , 由 定理 知 A > efG)， 
即 ol8) 中 的 元 都 具有 性 质 5. 这 种 方法 称 为 % 一 系 方法 - 


习题 
1. 试验 证 第 3 目 例 2 中 4 = 1,3 的 情形 . 
2. 设 8 是 的 羊 集 代数 ， 试 证 : 
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A 1 两 
不 和 艾 ， 仙 存在 {T 4 8 使 4 4。 两 两 不 杜 ， 且 
凡 三 Ui .; ,ln. 

2) 若 {A ,An } 忆 5, 则 在 8 中 存在 两 两 不 交 的 有 限 个 集 
B1,-… ; Bi, 使 每 个 4% 可 以 表 成 若 于 个 Bi 之 并 . 

3. 称 9 的 子 集 类 8 为 半 环 ， 如 果 它 满足 定义 1 中 的 (fi 
试 证 : 

1 es, 

2]8 :一 ffap: ape 了 se<pbl+ 是 玉 a 的 半 环 ， 

4 称 了 的 子 集 类 为 环 (或 布尔 环 )， 如 果 它 满足 4, 召 < 
只 一 > 有 UB，4\BE, 试 证 : 8 的 子 集 类 人 是 环 的 充 要 条 
件 是 对 并 及 真 差 封闭 . 

5。 如 果 将 对 称 差 看 作 和 集合 间 的 加 法 运算 “+*, 将 交 看 作 是 集 
合 间 的 习 法 运算 “”, 则 1) 8 的 任 一 集 代数 4 对 “+7,“* 作成 一 
作 具 单位 元 的 可 换 环 ， 而 且 每 个 元 都 是 窜 等 的 ( 即 4 .4 = 4); 3) 
8 的 任 一 环 只 对 中” 及 “"” 作成 一 寡 等 可 换 环 . 

6. 设 5 为 全 的 一 个 半 环 ， 则 {14cCR: 4=UR A ne 
了 { 4 ， 4k } C 8 两 两 不 交 } 为 包含 8 的 最 小 环 ， 由 此 说 明 
{ 半 c RR : 丰 = Jian, brel, nt€ NN, ap,Bbr EE R®, dk 苹 dks 让 二 
1,… 是 一 个 环 (由 此 可 以 看 出 环 在 表述 上 有 方 使 之 向. 

7. 著 Ak CC ,R= 12 ,n, 两 两 不 交 ， 且 24k 二 0. 设 
EE 二 {41,… ,An 试 将 ALE) 的 全 部 元 用 & 的 元 表 出 ， 请 读 考 
考查 此 A(E) 与 ,二 { 1,2,… ,和 %} 的 一 切 子 集 作成 的 集 代数 之 
间 的 关系 . 

8. 设 世 是 吕 的 任 一 于 集 类 ， 且 & :={ A: Ae 或 rE 
EU{G NY, Eo := {Ar: Ap EC, R=1,2, ,nNnENY, - 
网 克 : 二 1B;: Bi E C2 i 二 1,2,… ,Tm 两 两 不 交 , mE N】 
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这 多 售 区 的 最 小 集 代数 明 直 生成 的 集 代 数 ATEY. 

0. 设 侣 为 不 可 敌人 森 ， 江 玉生 的 一切 在 限 集 . 下 以 及 
下 上 狗 和 集 作 成 -一 ”= 信教 fi 的 - 切 丰 要 集 ， 呵 获 集 作成 
和 的 -个 关 环 ( 昌 的 灯 可 数 并 及 差 科 贱 的 了 入 类 

10. 说 下 是 昌 的 人 总 拖 集 类 ， 4 Eee 出 有 下 的 -个 可 到 
ori. 
并. .而 

3. 设 和 是 旦 的 -个 证 和 集 ， 站 :一 号 : 4 二 号 志 只 入 试 带 
‘oft ) 由 吨 此 集 于 成 . 
13. 度 芷 旦 只 的 :个 税 集 淆 ， 名 关 二 志 电 .全 
ENnA:={B"A: ESEE 
试 证 : .Ateyn4 是 的 子 集 类 Ema 生成 的 加 的 乐 代数 ，o{ 人 E) m4 
是 4 的 子 集 类 En 4 下 成 的 4 的 og 代数 . 

14. 大 .4 是 集 和 代数 昌 对 一 切 廿 两 不 交 的 集 序列 交 凡 封闭， 刚 
4 是 ca 代数 . 

15. 没 区 许昌 的 -个 子 集 类 尼 含 有 时 是 对 对 称 益 与 可 列 和 
丙种 运算 封 用 ， 癌 它 是 不 是 一 个 og 代数 ? 

16. 设 5 是 一 组 集运 算 ， 若 名 中 的 韭 室 了 集 类 EC 对 5 中 和 合 
一 集运 算 邦 封闭 ， 则 称 5 一 兴 ， 坛 主 : 

1 任意 多 个 5- 类 之 区 还 是 5 一 其 

2j 设 对 是 中 的 一 个 了 了 集 奖 。 则 存在 -个 哈 :的 包含 上 的 最 
小 与 -- 类 ， 

7. 称 衬 间 2 中 满 呈 下 述 策 件 的 集 系 全 为 4 一 系 : 
1 NeD; 
2) A.B EDHANB= 0 -= BUAED (不 交 并 封闭 ); 
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3) ACB, A,BED 一 BAED (HE 其 封 闭 }. 

试 证 : x- 系 上 的 最 小 9- 系 等 于 +- 系 上 的 最 小 集 代数 . 从 
而 包含 某 一 r- 系 的 d- 系 必 包含 此 一 系 生成 的 集 代 数 . 

18. 9 的 子 集 类 戏称 为 中 的 单调 类 , 如 果 它 满足 : (1) 对 不 降 
集 列 的 并 封闭 : 即 4, € 3 且 4 Tn EN, => Un 4» E Mt. (2) 
对 不 升序 列 的 交 封 闭 : 即 A, EM 日 4, neEN, 二 门 ?2 4。 ec 
9t. 试 证 : 

1) 车 4 为 人 0 的 集 代数 是 为 单调 类 ， 则 A 为 og 代数. 

2) 的 任 一 于 集 5 上 的 最 小 单调 类 是 存在 的 . 

3) 若 4 为 8 的 集 代数 ， 则 包含 4 的 最 小 单调 类 等 于 (4)， 
因而 包含 4 的 单调 类 必 包 含 oA). 


i2. 单调 函数 与 测度 的 构 作 


本 节 将 讨论 由 单调 函数 出 发 构 作 测 度 及 测度 扩张 的 问题 、 为 
此 先 给 出 测度 的 概念 ， 再 箱 单 复习 一 下 增 汞 数 的 性 质 ， 然 后 由 右 
连续 瑞 函 数 出 发 构 作 出 及 中 左 开 右 闭 区 阅 组 成 的 半 集 代数 上 的 
测度 ， 证 明 由 一 般 半 集 代数 8 上 的 c- 有 限 测 度 可 唯一 地 扩张 成 
o(3) 上 的 =- 有限 测度 . 

1, 定义 设 8 是 9 的 一 个 子 集 类 ，j: 一 下 + := [0, 上 +co] 
且 至 少 有 一 AEC 柄 (4A) < o0. 

1) 若 对 任何 4Bee,4uU 有 Eee4n= 马 都 有 

x(AUB)= (4) + 1(B), 
则 称 & 为 & 上 的 可 加 测度 ; 

2) 车 对 任何 me NN. 44 E e, 上 = 二 1,2,… .nn, 两 两 不 交 且 
Us-i 4x Eee 都 有 


aU 44) = D pls) 


k=]1 
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则 称 4 为 e 上 的 有 限 可 加 测度 ; 
显然 若 8 为 集 代数 ， 风 上 可 加 测度 一 定 是 有 限 宣 加 测度 
3) 车 对 任何 4,， = .n= 1,2.……，, 岗 两 相交 日 UY An ER 
都 有 


a(U 4) 二 二 ph) 


则 称 疡 为 e 上 的 测度 {或 o 一 可 加 测度 }. 
车 对 任何 4 € e. pg(4) < 及 +, 刚 称 上 述 相应 各 种 测度 为 有 限 
的 ; 车 对 任何 4 ee, 存在 {An: neEN}CE. 合 Uni1An 二 及 
(4 < ec n EN, 则 称 上 述 各 相应 测度 为 ~- 有 限 的 . 
车 于 为 的 一 个 go 代数， 则 称 (9,F) 为 可 测 空间 , 4 < 3 称 
为 (Q 中 关于 于 的 )heiti 可 浏 集 ; 车 为 了 上 的 测度 , 则 称 (0, 于 ,p) 
为 测度 空间 ; 若 4 为 了 上 的 测度 和 且 Ho = 1 则 称 为 了 上 的 
概率 (或 概率 测度 ), 称 (0, 了 ,x) 为 概率 空间 (或 概率 场 ). 
显然 , 当 为 集 代 数 或 e 代数 时 , 若 存 在 {4 : nEN}CE, 
使 U2 4。 = ,pA4n) < 00,n EN, 则 4& 即 为 € 上 的 0 一 有 限 济 
度 . 
2， 设 只 = 开 了 = B(R) = B1, jp 为 31 上 的 有 限 测 度 ， 
令 Bo :一 pl{ 一 00,2])); x E 有 及, 则 下 为 及 上 右 连 续 增 了 沙 数 ， 且 
(00)】 = 0, FF(+o0) = HK 下 ) (其 中 F(+o0) 等 记号 的 意义 见 第 3 
目 ). 若是 8B! 上 的 oc 一 有 限 测度 且 对 任何 有 界 集 4, A(4) < +eec， 
但 不 是 有 限 测度 , 则 一 般 不 能 按 上 述 方法 定义 增 函 数 , 此 时 , 任 取 
一 & ER 民 ( 不 妨 设 a= 中 令 
PC0.z])， xz>0 
Fr) := { —H{(z.0]), Zz<0, 


则 声 也 是 一 个 及 上 右 连 续 增 函 数 ， 因 此 (有 R,B1) 上 在 有 界 集 上 取 
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有 限 值 的 测度 z 都 可 决定 有 工 右 连续 的 增 函 数 ， 它 们 请 足 
Fb) -Fa = nu) Ycachero 

而 县 由 & 决定 的 厂 连 续 丽 数 满足 此 性 质 痢 ， 最 多 差 一 个 常数 


注 有 的 书 中 采 几 左 连 续 增 卫 数 . 例如 当 jz 为 BB! 上 有 限 测度 
时 ， 今 Plr) = p{(- 20,7)). 


为 了 披 测 度 的 构 作 与 扩张 的 问题 提 法 更 直观 : 些 ， 我 们 上 先 简 
单 复习 一 下 不 降 函 数 ( 增 两 数 ) 的 性 质 , 这 些 性 质 丰 很 多 方面 是 有 
用 的 而 且 有 启发 性 , 它们 的 证 班 在 一 般 “概率 论 与 数理 统计 ”教科 
节 中 可 以 查 到 ， 


3， 称 函数 了 :下 一 及 为 增 函 数 ( 或 不 降 范 数 })， 如 果 对 任何 
zlyca 了 ,有 21 < Ta 一 > Flix1) 了 (re 它 有 具有 以 下 性 质 : 

{I) 对 任何 x E 再 ,limsTy ft) = fz) 及 lime ft) = f(r+) 
存在 生 有 限 ， 而 月 f(z) < f(x) < fz+). - 

FL- ao) := Hma xx AD 及 了 +20) := limire 87 存在 ， 但 前 
者 可 能 是 -=e, 后 者 可 能 是 +=c. 

{IJ} 对 任何 > < 玉 , f 在 x 处 连续 当 且 仅 当 f(z 一 ) = fA(z+). 
称 了 (未 必 是 增 肾 数 ) 看 > 处 有 “一 跳跃, 如 果 f 在 x 处 的 两 个 单 
侧 极 限 fftz-)， jz+) 存在 击 瑟 不 等 ， 此 时 称 了 为 了 的 -跳跃 点 ， 
ffz+T- Frz-)| 称 为 了 在 z 处 的 跃 度 , 于 是 由 [DD), (I){ 在 1.3.6 
的 例 3 中 也 曾 讨论 这) 即 苦 

(11) 增 函 数 的 不 过 续 点 都 是 跳 妈 点 ， 其 不 连续 点 最 多 有 可 数 


个 


增 函 数 的 跳 获 点 集 可 能 有 有 限 聚 点 ， 但 这 个 聚 点 不 一 定 是 跳 
路 点， 也 就 是 说 ， 跳 路 点 集 未 必 是 闭 集 ， 参 见 下 例 . 
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例 1 设 xwo ER 从 浆 


0. | iD 一 1 
1 1 1 
flr) = Lo C0 一 neN 
nn 1 ntl 
1， 当 I > To 


则 点 zo 是 了 的 跳 时 点 集 70 一 1n: nzZ22} 的 一 个 聚 点 但 f 
在 zo 处 连续 

例 2 设 给 定 下 不 相同 的 点 列 { Un N } CC 及， A ;Ee 
N} RR 0 有 nb .定义 


Flr) bite, Lr), 玉 它 i 
m1 


其 中 . 


0 rt 

人 { 1, xz>t 
易 证 : 上 是 增 图 数 ， 其 吓 既 点 集 尾 { an :EN 上 而 下 在 点 Qn 
的 跃 度 为 5,. 

菏 {1onv :下 E 机 ;是 有 理 数 集 { 或 到 的 一 个 可 数 稠 集 ), 上 例 说 
明 增 函数 的 跳 睹 点 集 o 以 在 人 上 到 处 稠密 ， 介 是 由 性 质 (0D 知 
增 函 数 的 跳跃 点 最 多 可 数 . 

(IV) 到 上 的 增 茵 数 除 某 些 跳 著 点 的 狙 数值 外 ， 由 该 落 数 在 一 
稠 集 上 的 值 确证 ， 确切 地 说 设 太 与 户 是 及 十 的 两 个 增 函 数 ， 
局 在 眉 上 上 移 ,， 旦 


f(x = falz). “reED. 


则 所, 疡 具有 相同 的 跳跃 点 ， 在 同一 跳 共 点 上 有 路 度 相 辣 ， 而 且 除 
了 茶 些 跳 路 点 外 ， 与 fs 的 值 都 相等 . 
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证 明 对 任何 2 七 臣 , 存在 {tn} CD, {i } CD, 使 tn t 2, 
纪 | z( 因 为 DD 在 良 中 柚 1). 于 是 。 


Ni(2-) = lm f(tn) = lm flin) = falr~). 
fi (zt) = lm ft) = lim fat) = f(t).. 


由 此 有 即 得 结论 ， : 

广 , 万 的 不 同 仅 在 它们 的 (共同 ) 跳 茎 点 x 上 才 可 能 出 现 ， 而 
且 filz), 产 {z) 只 能 取 区 加 [f(z—), (z+) = [fol¥—), fa(z+)] 中 
的 值 ， 以 后 的 讨论 可 以 看 到 对 于 与 测度 以 及 其 他 有 关 问 题 相 联系 
的 增 函 数 , 适当 修改 跳跃 点 处 的 值 即 可 洪 足 一 定 的 要 求 . 例如 对 于 
测度 来 说 ， 将 f 修改 成 


(a) Fa) ft) veek, 
或 
(b) jo) = fe-), vreR. 
更 加 方便 ， 而 对 于 Fourier 分 析 来 说 ， 将 f 修改 成 
(© Pa) := St) + Fe) vr eR 
较 方便 ， 当 然 还 可 以 有 其 他 的 修改 

不 难 证 明 下 列 合 古 


{(V) 车 了 为 月 上 的 增 活 数 ， 则 
ff: flr}:= f(z+), VzreR. 
是 处 处 右 连 续 的 增 函 数 ， 而 
Ff: fe):= fz-), vxeR 


为 处 处 左 连 续 的 增 函 数 . 
还 可 以 证 明 更 广 的 命题 
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(VD 车 吕 在 RR 中 稠 ，J 是 D 上 的 增 丙 数 ， 则 
f: Flr) := inf, f(t) 

4. 命题 设 下 为 及 上 的 右 连 续 增 函数 ， 则 在 半 集 代数 
(1) 5 := Tia 引 : ~o0 <a<b<toc} 
上 有 唯一 测度 jp = Apr 存在 使 得 
(2) Hum) = FD Fh) edbabeR 
而 且 & 在 有 限 区 间 上 的 值 有 有限 {天 而 oc- 有限 1). 

证 明 令 Ffeo) = lns_s F(z), 下 (一 oo] = limy ,i Fl), 

uab) = FF) Fla), abeRa<ts. 

显然 4 是 定义 在 8 上 药 非 负 集 函数 ， 而 且 易 证 4 是 有 限 可 加 
的 , 事实 上 , 蔡 fa 只 = Rlenibs]. 而且 (ar. br) R= 1,2,... ,nn. 
两 两 不 变 ， 则 不 妨 设 右 端 各 项 皆 非 空 集 且 


中 一 GI = ho ban b=b. 


于 是 
pl(08) = POO) ~ Fo) = Pon) 一 Fo 
= 并 FF = Do (ans oa]). 
下 面 用 及 中 有 限 财 区 间 的 紧 性 证 明 “是 。- 可 加 的 ， 设 


(3) (日 = U (ox, bxl 
其 中 -ee < 之 a <5<+cc, (axs bk]. EN, 岗 两 不 交 ， 往 证 
(4) plod) = D(Cans dnl). 


首先 注意 当 a = 时 ， 上 式 左右 两 边 都 是 零 ， 因 而 等 式 成 立 . 
以 下 将 就 e < 分 几 步 证 明之 , 


rr 


A 2 
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QD 对 任何 ne N, 由 (3) 知 (60.6 > Ui(arb], 由 于 (el 5j， 
iy (an, bn 两 两 不 交 ， 不 妨 设 


oa <h sab bl San hb, 


于 是 
Ma, 一 = FC6) ~ Fla) > Fl6n) ~ Fla) 
= DF -Fl+ 守 [Fe ~ FOr 
> DIFC) -Flan = DD pl(en bx)). 
令 n 一 oo, 即 得 
(8) we, 动 > TE (on 


的 为 了 证 明 与 (5) 反 向 的 不 等 式 ， 先 设 -co < a < b < +oo， 
任意 取 定 = > 0, 使 +e < 5 由 下 的 右 连续 性 知 ， 对 任何 上 了 
存在 6 > 小 使 


(6) F(ba +t Be) -FEB < 2 


于 是， { (orb 二 66) : kkENIT 是 [a +s, 丰 的 一 个 复 闽 、 由 于 
[ae 十 =, 直 是 下 的 紧 子 集 ， 所 以 存在 we 区 使 . 


(7) [a 十 下 代 U (awh 十 64). 


由 (7) 知 存 在 之 NN, 合 w+ se (ap,br 二 Bi 车 吕 十 BE 
ta 十 8, 简 ， 则 由 {7) 知 存 在 kh < NN, 使 Bks + Oks E (apa; Dks + bh) 
一 般 了 地 ， 若 加,… ,& 已 选 定 ， 使 得 


(8) Bier 十 Bks E (Qu Bis 十 5 i 1, bee 十 部， < 
则 由 (7) 知 存在 和 4 < 入 ,使 


bks 二 bke E Caer Pies 十 pe+ 小 


me a Me 
上 也 
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如 此 选 下 去 ， 由 (7) 利用 妇 纳 法 知 一 定 存在 一 kw, 使 
(9) bE (ax,,, Di, + #4,,)}. 
故 由 (9), (8), (6) 得 
FD - Flaite) < Fh + dr,) — Flor,) 
=F(bp, + 6k) — Fb, + Bp 1) + Plbk ,+ ke, 3) 
一 + 二) ~ Flans) 
= 守 [Fe + p04) — Fbys 十 到 
(10) + [Fbr, 十 中) 一 下 (ae 
四 < 二 Eu + Be,) Flagel 
SE [Feo + 5) ~ Flbw)] + SIF(be) - Flea 


+ 二 
.二 A({an, bk]) 十 <， 
在 上 式 中 令 。 一 0, 则 由 有关 绒 和 当 a eR 时, 
(11) nl(asB)= FF — Fla) < A bg)- 
(ii) 当 &= -oopb < +o0 时 ， 对 任何 NE 入 有 
-Na ce Ur (aws be 


于 是 (外 中 直到 (10) 式 的 证 明 当 a + 换 成 -六 后 完全 适用 ， 所 
以 有 . 


FOO) — P(N) < plon bal) + 
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令 = 一 0 即 得 
FO ~ 五 (一 站 ) < 之 Hi{{ar, Be]). 
:=1 


再 令 入 一 cc 即 得 (11Y， 对 于 a € RR, b= 十 06 以 及 4 = 一 o0， 
b= +co 可 认同 样 姓 理 ， 故 知 (1) 对 任何 -oo <a<b<+m 成 
立 ， 与 (5) 式 联 合 得 知 中 为 ec- 可 如， 即 上 为 8 上 的 测度 . 

唯一 性 显然 ， 而 且 对 有 限 区 间 (o. 申 下， 天 (ea) 有 限 ， 所 以 
A(ta 英 ) = (4) 一 Fla} 有限， 口 

注 命题 4 可 以 推广 到 多 维 RR" 的 情形 ,绪论 的 形式 各 证明 都 
是 一 样 的 , 但 表 达 上 要 麻烦 得 多 , 所 以 林 再 在 此 氢 述 . 读者 如 有 兴 
趣 ， 可 参看 [YWL] 第 一 章 83.2 引 理 2. 4 (第 119--126 页 ) 与 命题 
4 相应 荆 靖 论 如 下 : | 

5. 命题 没 玉 为 定义 在 下"* 上 的 有 限 实 值 活 数 ， 有 日 满足 

1; 对 任何 ,he 及 ", a < 之 5 有 

AU OT FE Yb, ou)e)>0. 

k=0 1 £1 

其 中 e; 为 第 i 个 坐标 铀 上 的 单位 向 量 (对 上 式 罕 号 不 太 习 惯 的 读 
者 可 以 注意 6 一 f(b 一 jen 为 将 5 中 的 第 生 … ,i 个 坐标 
换 成 a 的 相应 坐标 而 得 到 的 点 ); 

2) Fz) = F211) ze 有 Rn 对 每 -- 自 变量 右 连 续 ， 

则 在 R"* 的 半 集 代数 

8" :={(a0: ah, abeR” 
上 有 了 唯一 的 测度 & = Ar 存在 ， 使 得 : 
i{(a,b) = ApaF, abeR", a 人 hb. 


关于 由 增 函 数 构 作 测度 的 问题 ， 因为 有 了 命题 4, 5, 我 们 可 以 
将 问题 提 得 更 一 般 些 ， 即 由 半 集 代数 8 上 的 测度 构 作 由 它 生 成 的 
5- 代 数 (8) 上 的 测度 的 问题 、 因 此 ， 我 们 先 给 出 : 
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6. 定义 没 ,C2 者 是 下 的 子 集 类 ，eic 8, pi 是 8; 上 的 

测度 或 有 限 可 加 测度 ， ;i= 1.2. 如 果 对 任何 4e 8&1 有 
(A) = p24), 

则 称 H2 是 HI 在 C2 上 的 扩张 ， 称 Hl 是 已 2 在 Cl 上 的 限制 ]. 

7. 定理 (测度 扩张 定理 ) 设 p 为 的 半 集 代数 5 上 测度 ， 
风色 在 8 生成 的 so 代数 z(8) 上 存在 一 个 扩张 . 

车 上 在 8 上 og-~ 有 限 ， 则 4 在 ol8) 上 的 扩张 唯 -"， 即 若 辣 ， 
pi2 是 8 在 ol8) 上 的 扩张 则 对 任何 4A e ot8) 都 有 : 

ja (A) = pa(A). 

测度 扩张 定理 的 证 明 在 下 面 将 分 若干 步 来 完成 ， 议 * 呈 状 写 
成 一 些 引 理 . 并 且 还 将 引入 一 些 概念 . 

首先 , 我 们 将 半 集 代数 了 的 测度 扩张 到 它 生 成 的 集 代 数 上 , 进 
而 得 出 半 集 代数 上 测度 的 一 些 性 质 . 

8. 引 理 设 4 是 半 集 代数 5 上 的 测度 (或 有 限 可 加 测度 ), 则 
上 在 A(8) 上 存在 唯一 的 扩张 六 . 

证 明 由 引 理 1.6 知 对 任何 4Ae A{8), 存在 neEN 太 BE& 8, 
Kk 一 1,2,.… ,Nn 两 黄 不 迹 ， 使 妇 二 WU _， Br, 令 

i(A) = Yu(Br) 

出 由 此 定义 的 天 合理 的 ， 即 (4) 与 4 的 表示 法 无关 ， 事 实 耻 ， 
车 A4= UC, CO: E 3 1 5， 两 两 不 变 ， 则 由 在 3 上 
有 限 可 加， 得 : 
DuBe) = CplBen A) = p(Be nN Os) 


E11 


= BNCD)= DalANc) = AO). 
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立 的 非 香 性 显然 ， 今 往 证 : 


此 44 是 测度 ， 则 六 具有 oa- 可 加 性 . 设 
有 = -| B;, 司 .1S) 。 B, 全 8, 入 万 N. 上 苘 两 不 交 


则 和 南 引 理 1.6 知 
’ pl 一 -le 
A 二 4、 Ai E58， =12 了 了 两 隐 不 作 |; 
Tn 
Bn U Bn. 也 广 S. 了 二 1,2, 请 ,hn 由 两 不 变 ， 所 入 阿 ， 
于 是 
Ci =- A NM Bn,. 1 = 1].2.-.- 


LL, 7=12.. .hh nEN, 
为 3 中 两 两 不 区 的 元 ， 夏 由 到 的 -可 六 产 的 定义 知 


L 工 oo 
LA) 一 > ， HA,) 一 > of U U cv ) 5 > ute md 
1 一 1 :二 | n=11—4y 4 一 二 n= 1 一 二 
工 wn 2 
-THA Uc)= 3 EBn)= 二 下 Bo 
4 二] J 一 1 了 一 1 mn 二 1 j=1 nol 
故 记 在 AS) 上 oo… 叶 如， 用 同 法 可 EH 


下 的 有 限 可 加 时 出产 有 限 


可 扣 ， 而 1 更 简单 些 . 


9. 引 理 设 ， 是 半 集 代数 上 的 有 限 可 加 测度 , 若 { 4, 4 
A CS LU ApCAE k= 1 ,两 两 不 交 ， 则 : 


> Ax) < nA). 


点 一 上 


证 明 蕉 全 44 在 A(8) 上 的 扩张 严令 


A := AN Lu Ak)， 
则 A 中 两 两 不 交 的 元 ， 十 是 由 立 是 刘 的 扩张 
加 ]: 


plA) -全 = +A) > SAA). 0 
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10. 引 理 1) 车 六 是 半 集 代数 8 上 的 有 限 可 加 测度 ，{ 4.41 
sj cs 且 4cU2 A 则 


人 [次 可 加 性 


大 一 1 
2) 各 上 为 平 集 代数 号 上 上 的 测度 ， 有 4. 有 A 8, 思科 洒 ， 且 
3 CAn, 则 


i 


站 本 ) 所 > HA) (次 =- 可 吉 性 ) 


证 明 1). 2) 的 证 法 类 似 、 只 证 当 . 1) 留 给 读者 自己 证明， 为 
此 考 虚 在 .A(8) 上 的 扩张 六 首先 证 明 4 = 1 4。 的 情形 . 
此 时 : 


二 


于 是 由 六 是 4 的 扩张 13| 理 8) 知 : 
AA) = EB) TAa) = TA). 


7 二] nu—1 a—l 


其 拌 用 到 以 下 过 实 : BB) < 六 A).n EN. 实 也 上, 由 BB AA， 
知 


] 机 一 Un dn 


lA) {Br {A Bn)) 


一 辣 
= LB.) A, Bn,) 之 ELB,.). 


若 ACUmiA 则 A=UrAN dA). HANA, eS.neN,T 


n=1 


是 由 前 向 广 明 知 


AA < TF AN AN) < Tp hn). 


二 | Ti 一 ] 


图 
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11, 定义 设 jx* 为 定义 在 如 的 -~… 切 子 集 类 上 的 非 全 广义 实 吗 
数 且 具有 

1) #4"(®) = 0: 

2) 不 降 性 : 对 任何 4cBCcAN, 有 (4) < p(B); 

3} 次 ec- 可 加 性 : 对 任何 4 C ,ni€ NN, 有 

CU < 二 4 
1 二 1 外 一 1 

则 穆 产 为 下 的 一 个 外 测度 . 

12. 引 | 理 设 为 9 的 半 集 代数 5 上 的 测度 ， 对 任何 4 Cc， 


令 
4) 一 inf{ 3 HAn): A4AC U An， Bn EE 8, nen} 
n=1 n=1 
则 p* 为 - -外 测度 (以 下 称 为 由 4 引出 的 外 测度 ) 目 在 8 上 与 & 


一 致 . 即 
Pr = YAES, 


证 明 1 先 证 ww* 与 上 在 8 下 一致 若 Ae8, 则 由 A4CA 及 
Ar(4) 的 定 文 知 p*(4) < RCI 取 4 = 4, 4, = ,n>2). 胃 一 
方面 ， 车 4 CU 4 An EE 8, néeN, 则 由 引 理 10 的 2) 知 


H(A) < Phn) 
由 此 及 j* 的 定义 知 
MAY < inf { 2 pha) :AC U An: {dn: RnREN}C sl = 4*'{A), 
2) 再 证 yr 的 不 降 人 性 
设 AcCcB. 若 {4,: neEN}c8, 有 有 HBC UY A 则 
A CUE An, 由 引 理 10 的 2) 及 pw* 的 定义 知 


(A Sinf{ Dp(An) :Be U 4m{ An:neN}cS) 
n=1 n=1 
= p(B). 


2， 单调 函数 与 测度 的 榴 作 


3) 最 后 证 明 p* 的 次 ec- 可 加 性 . 

设 4%Cn,neN, 若 nl (An) = oo 则 A (js An) < 
(4A) 自然 成 立 ， 故 只 考虑 末 (4,1 < oo 的 情形 . 此 
时 ， 任 给 < > 0, 对 任意 me 9, 由 p* (4n) 的 定义 知 存 在 { Anx : 
kEN}CS 便 : 


ER 


1A 
M8 
EE 


pe 十 三 ， 


“(4+ 读 ) < 天 
因 : 可 任意 小 ， 故 得 p* (总 


nn) < Dn {4 mm) 


13. 引 理 设 对 任何 4 蕊 到 4 令 
A*(A) inf { ll: 4c U 天 ,到 为 了 4 的 开 区 间 } 


中 | 去 | 表示 五 的 体积 . 则 4* 是 有 R# 的 -个 外 测度 ( 称 为 Lebes 
gue 外 测度 ). 


注 由 于 R* 的 所 有 开 区 间 并 不 组 成 一 个 半 集 代数 ， 所 以 本 引 
理 的 结论 并 不 是 引 理 12 的 推论 , 但 证 明 是 类 似 的 . 留 给 读者 作为 
练习 . 


14, 定义 设 pj 为 0 的 外 测度 ，A Cc 称 为 x*-- 可 测 集 , 
如 果 对 任何 Dc R, 有 


aD)=2 (AND) + (A ND). 
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15. 引 理 4 ca 为 jy* 可 测 集 当量 仅 当 对 任何 了 DcR 有 
uD A DI +A (A ND). 
证 明 显然 ， 只 须 证 条 件 的 充分 性 ， 由 HB) = 0 及 yp" 的 次 
og- 困 加 性 ， 对 任何 DEN 取 Adi1= 4%D., ds = A NMD, An = 攻 . 
忆 之 3, 有 


DEA (AND + tA ND). 

故 引 理 所 给 条 件 为 充分 的 口 
16. 定理 设 jr 为 9 的 一 个 外 测度 ， 令 

A 二 人 {4:4CQ 为 广 一 可 测 集 } 


汽 


A 为 全 的 - -个 og 代数; 
2) 证 巡 m je, nN. 隔 两 不 鬼 ， 站 二 Un A 则 
Hu (AI D)= {Aun D), vvDCA: 


a 在 A 二 的 限制 fi 记 作 jp) 是 4 上 的 测度 . 
证 明 外 先 证 4 是 集 代数 ， 由 大 后] =0 知 对 任何 Dc 
上 直下 半生 
因而 ， Qe .4 其 次 ， 4 E A. 则 由 于 jp* 可 测 集 的 定义 中 
半 和 4 的 对 称 性 ， 知 4" <A; 第 让， 车 4.B EA4,,, 则 对 任何 
DD CQ. 由 gp* 可 测 集 的 定 交 及 次 og-- 叮 加 性 知 
TD = {AND) 1 At{A: NAD) 
一 UATD- BT (A ND) iB TA nD)) 
AAUANBNIND aA Br DOD) 
= AUBND + (AY BY ND), 
故 由 引 理 15 知 4UB eA 因此 .4 为 集 代数 . 
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{ii) 再 证 A 是 e 代数 ， 为 此 只 需 证 明 : 若 4A,, E Ay.nEN 
两 两 不 交 ， 刚 Us A Ej. 
由 x* 一 可 测 集 的 定 六 知 对 任何 DP < 
HD)= A DD A ND) 
= ND rtAN A ND A As NATIND) 
= A ND + A ND + AU A ND) 


一 > {A DD) 人 U 2 站 7) 


i 二 


pf AFM DI AU D7) 


lv 


对 全 人 rf wn EE 成 这， 令 1 一 0. 并 和 由 的 次 a- 可 加 性 得 


直下 理 15 节 生 人， 国府 上 in 知 Ajr 为 = 代数 ， 
[不 交 ， 风 由 (的 
和 世人 任 何 卫 CR 有 
a (DD) > nlA 7 人 2 1 
K=1 as 
- ; ™ _ y -f 本 和 
= (Ls) 7). 


(入 人 (Un a) 92) .加 雷 紫 引 分 2), 但 此 前 提 未 区 总 成 


立 ) 用 志 守 1 4 人民 竺 上 式 中 的 DD, 由 于 (6) = 0, 加 得 2). 
(iv) 显然 站 攻 全 全 村 后 -及 Ar*y 好 名 N, 两 两 不 交 ， 则 由 2) 
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( 令 DD = 0) 即 得 
a(U An) = D phn). 

玖 pt 在 Ap. 上 的 限制 为 4 上 的 测度 ， 

17. 测度 扩张 定理 的 证 明 

{证明 扩张 的 存在 性 : 设 jp* 为 由 引出 的 外 测度 ， 由 于 jp* 
与 4 在 上 一 臻 ( 引 理 12), 1 是 Ap: 上 的 测度 ， 所 以 只 需 证 : 
8 CA (由 此 妈 知 oz(8) C .Aye1). 

设 4 e 5, 则 由 jy* 的 定义 知 对 任何 了 DCR, 当 j*(D)<o% 
时 ， 对 任何 <。> 0, 有 {4s} C8, 使 (J? A4s2D, 且 


(1) 3 pAn) < (PD) +e. 


由 半 集 代数 的 定 关 及 4 E 8 知 存在 Be & $8. == 1,.… ,m, 两 两 不 
交 ， 使 


A =0\A= UD B. 


KE=1 
因而 
(2) H(An) = MAN An) + DAA Nm BeY. 
但 U4n A.) 24ND, U2 UE,(A4,nB) DoD denDD. 于 是 
由 (1), (2) 及 pr 的 次 oz- 可 加 性 { 引 理 12) 
"(DD) +e> plAn An) + 区 有 p(Ben An) 
> (AND + pA ND). 
由 于 e 可 任意 小 ， 所 以 | 
wD) > AND + (A NDY. 
当 J*(D) = ee 时 ， 上 式 显然 成 立 ， 因 而 由 引 理 15 知 4 是 py* 一 
可 测 集 ， 即 4 € A 
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(说 设 在 8 上 o- 有 限 , 往 证 扩张 的 唯一 性 . 此 时 由 引 理 8 知 
它 在 A(8) 上 有 唯一 扩张 ， 仍 记 为 凡 显然 此 扩张 仍然 -有限 ， 所 
以 存在 Ps A(8), n € N, 两 两 不 交 ， UN D。 = 0, KDn) < cc， 
neN. 才 jp2 是 点 在 or8) 上 的 两 个 扩张 ， 令 

A:={AEal8): pAND)= plANMD,), neN 上 
往 证 A 为 包含 3 的 X- 系 、 事 实 上 ， 由 于 pw 在 4(8) 上 与 4 
一 致 ， 故 对 一 切 4E8, 4mD EA(8), neEN, 且 
AI 门卫 一 AD 门 D»,) 三 2af 4 门卫.)， 
即 4ca, 故 AD8. 
其 次 ， 显 然 有 eA 车 4,B8 eA, 4cB, 则 对 任何 ne N, 


有 
(BVAND) = BN Da) plAND,) 
p(BN Di) palAN Da) = pal(B\ A)ND,), 
十 此 ， B\AEA. 若 A EA,k EN, Ar1, 则 令 40 = 二 他， 


(As = [sr Ar-1), 
k=1 二 1 


A \ 46-1 5 丰 , 太 可, 两 两 不 交 ， 于 是 对 任何 wmE N, 有 
此 1 (( U Ak) 门 D。} 一 二 Hl1 ((Ax \ 1} 门 Da) 


= 二 pa {As VimPDna] = ma((U A#) MD). 


因此 >) Ar E A. 故 A 为 一 %- 系 . 由 & 是 一 r- 系 及 定理 1.15 
知 和 = zf( 引 ,于 是 对 任何 4e o(8) 


(4) = 二 at4 nmD。) = me(4 Nn Da) = palA). 


因而 扩张 唯一 ， 口 
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18. 推论 由 全 = 民 " (ne N) 上 的 Lebesgue 外 测度 六 (3 理 
13) 决定 的 测度 空间 (R", A.,X*) 是 8* 上 的 体积 测度 A. 即 


Tt 


JIT (54 一 an)， 若 a.be ER". 
二 1 


Aa, 0 := Jim LeAN -anv (-N)), 
Ne k=1 


车 3ar 一 -30 或 了 = 十 oc 

的 一 个 扩张 ， .4 的 元 称 为 4 维 Lebesgue 可 测 集 ， A 上 的 测 
度 入 称 为 n 维 Lebesgue 测度 ，》* 在 B* = o(8*) 上 的 限制 称 
为 5 维 Borel-Lebesgue 测度 (以 后 也 称 为 Lebesgue 测度 ， 仍 
记 作 入. 

证 明 由 测度 扩张 定理 知 只 党 证 明 ”在 8* 上 与 和 一 雍 . 

显然 ， 对 任何 (a, 引 E84, A(@, 自 三 和 (可 改 当 A(e, 一 co 
时 ， 

Ala, Db) = A a,b. 

当 Xfa. 有 站 E (0.00) 时 ， 则 fa. 如 有 界 ， 寺 是 


A*(ad] < lm l(a.8+ee) = A(ad9. e={l.1,.. .1), 
ED 


因而 Xe, 避 = "(qi 当 AMa 0 时 , 则 5 的 某 些 坐 标 相等 ， 
因而 (a = 8, 于 是 由 > 的 定义 (3| 理 13) 立 知 和 *(a, 相 = 0. 
胡 fa 可 =0=AXfa. 引 口 
今后 记 和 在 As- 上 的 扩张 为 和 . 
19. 推论 设 忆 为 及 上 的 右 连 续 增 函数 ， 则 在 3(RI) 上 有 唯 
一 的 o 一 有 限 测度 4; 满足 : 
Pr fa 一 研一 天 (ah gbER. a<h. 


20. 推论 设 下: 了 "一 下 且 满 足 


和 
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1) 对 Ea ba= (ea. an ER .b= (bd) EWR". 


nl A 
AapF := DI Dw Fb~ Yh, -oer>0. 
1 £=1 


其 中 ei 为 第 个 坐标 负 上 的 芋 位 问 捞 . 
2) 二 关于 日 变 基 的 每 个 坐 慰 右 连 续 . 
则 在 =f18") 上 有 唯一 的 ec- 有限 Ar 满足 


urta.bl = lim 和 ob db ,ob 
N+ 
Pr 称 沪 由 下 决定 的 L-S(Lebesgue-Stieltjes) 测 度 . 


习题 


1 设 (QQ.9) 是 可 测 罕 同 . 
o -Ff 加 性 ， 斌 证 4 是 测度 ， 

2. 设 (人 .Fp) 吓 油 诬 宇 间 、 则 

1 A(G) = 0: 

2}) pg 可 加 ; 

3} 上 下 广 连 续 ; 即 寺 于 中 任何 不 降 集 列 {45} ( 始 4，E 村 且 
sr 7) 都 有 : 


# 是 了 二 的 可 可 测度 ， 且 具有 次 


把 


4 4 上 方 达 续 : 苑 对 于 中 任何 不 升 集 列 14 {Bh 4, 于 , 日 
4 |) 旦 存在 me 和 NN, 使 p46) < ec 有 


ln Pd 一 a{ 门 4 
Ei mil 
提示 : 注意 i 雪人 1. 


3 设 {Q, 了 ) 为 可 测 空间 ， & 为 了 上 可 加 测度 ， 且 满足 下 述 
两 条 件 之 一 : 
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1) 4 下 方 达 续 ，; 
2) AD) < oc 且 对 于 中 任何 下 降 到 8 的 集 列 {4,} (下 4。 < 
TF 日 A, D Ai ne NN, 站) A = 5) 都 有 
lim HAn) = 0 = (DD), 


则 产 为 了 上 的 测度 . 
4. 设 (To 为 测度 空间 ， 44%} 为 于 中 的 集 序 列 ， 记 
lim 4 := U 广 区 im A :二 | U AA. 


经 一 CC 中 二 | ke 一 T= =n 
试 证 : 


上 ( Lim 4 ) < Lim HA ); 


Nr 这 和 


洪 存 在 mE 和 N, 合 (Axl < 06. 则 
(lm 4nj) > ， > lm HA{An) 


蔡 下 为 有 限 测 有 I 度 ， 县 lim, 全 _ 妈 n 一 一 jms tr A 二 妆 ， 则 
上 夺 全) 二 im (An 

5. 证 明 引 理 13. 

6. 设 4wmE 革 两 两 不 ,有 旦 Li An 一 8( 称 {4n} 为 如 的 
一 -个 可 数 划 分 1 斌 证- 8= {@jU{ A 这 A; REN} 为 0 
的 半 集 代数 . 

再 设 gn>0.n€N, 在 8 上 定义 HA) = Hn. HR Ak} :一 
a) = 0. 试 具体 写 出 of8) 的 元 及 二 在 (3) 上 
的 扩张 . 

上 上述 测度 空间 与 下 列 济 度 空 间 (9..4, 户 是 否 相 同 ? 此 时 ， A 
为 4u maE 人 的 任意 并 作成 的 类 ， 

i UA)= Da VICN,. 
neJ TET 


~ LN: 
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7， 设 (RQ2,J 了 ,P) 是 概率 场 ， 若 B € 于 P(BY > 0. 则 对 -一 切 
站 ET, 定义 
PlANMB) 

PB) 
称 为 4 在 B 之 下 的 条 件 概 率 . 试 证 P(.|B) 是 了 上 的 概率 测度 . 
因而 {QQ,F 了 .P(.B)) 是 氢 率 空间 . 

8, 设 {A4 : 5 对 ]} 是 概率 空间 (9,F.P) 中 随机 事件 系 ， 试 
证 : 

着 PiAn) = 44= 2 网 PE An) = 1: 

2 和 若 百 (4 = 0,n 一 1.2. 7 旭 P(O 这 4,)=0. 

9. 设 Po, Pi 是 定义 在 tf, 了 ) 上 的 两 个 概率 测度 ， 车 对 任意 
s > 0, 存在 4 和 使 得 Pi > 1 一 e. 而 PolAe) < = 试 
证 : 存在 4 e 条 使 得 Pi(4) = 1, Po(4) = 0.( 提 示 : 取 4 = 
门 UA)). 

注 满足 上 述 性 质 的 两 个 概率 测度 称 为 是 相互 奇异 的 ， 

10. 设 P',P 是 定义 在 (02, 了 3) 上 的 两 个 慨 率 测 度 ， 藻 对 任何 
使 P(4) =0 的 4ef 都 育 P4)=0 则 称 B 对 也 连续 记 作 
已 志 了 . 试 证 : 

1 设 Pi,P2 是 定义 在 (2,F) 上 的 商 个 概率 测度 ， 则 有 (9, 3) 
上 的 一 个 概率 测度 PP 使 得 Pl 冬 卫 县 了 > < 卫 ， 

2) 将 1 推广 至 无 穷 多 个 概率 测度 Pl, P。 …… 的 情形 . 

11. 设 f 是 增 函 数 日 在 在 实数 4 与 B 使 得 对 仔 休 x: A < 
fz) < BB， 证明 对 每 个 = > 0. 大 小 超过 = 的 跳跃 数 最 多 为 {B ~ 
dye. 由 此 证 骨 : 任何 不 隆 梢 数 f 的 不 连续 点 集合 最 多 可 数 . ( 提 
示 : 首先 就 了 有 界 的 情形 来 证 明 ， 然 后 考虑 - - 般 情 渤 . ) 

12. 设 了 是 (-~ae,+2o) 上 的 -个 任意 函数 ， 工 是 所 有 这 种 z 
的 集 : 了 在 = 处 帮 连 续 但 不 左 连续 ， 证 明 工 是 一 可 数 集 ， |( 提 


P(4IB) = 


92 第 王 帝 站 度 东 避 与 琶 崇 下 | 各 


地 淮 虚 [中 4, 四 A TO) > ln OF) = 
inf syp |.F 一 
上 


tC rE 


123. 设 了 是 上 增 轴 数 ， 吕 在 (20.+o0) 中 向 密 ， 在 只 上 上 
是 下 定居 子 
Fx = DTf ff). 守 总 . 
A 


证 明 ; 了 在 如 上 的 -~ 这 连续 丁 -定理 池子 在 及 于 的 -敏和 连续 
性 ， 并 举 - 肥 例 说 明 } 在 五 上 的 连续 性 并 不 缚 肖 了 在 如 上 的 连 

“I4， 任 给 开工 的 广 关 实 信 开 数 f. 存在 可 数 集 五 具有 如 下 
人 性质 ， 对 于 每 个 1 存在 如 有 Dn 忆 生 .4， “tt (n 一 001, 售 得 
Flt) = lnnn 一 > Fin 如 果 7， 一 用 让 或 "11" 来 代 
ee > 岂 仍 成 立 。 ! 这 是 随机 过 程 “FH 分 竹 ” 的 关键 ， 考 虚 图 
. ) 并 引入 攻 旺 


， fr) fiy} 
了 站 = lr 一 T Hi 人 人 生 
CT (ef)) ET 
过 证 可 分 距离 空间 的 子 空间 后 然 研 分 ， 圭 它 用 这 个 结果 证 即 在 上 
述 趾 离 下 ，{ (zx. 了 f(r) we} 是 可 分 距离 空间 ， 由 此 即 可 得 第 
一 结论, 

15. 计算 下 列 各 Borel 集 的 Lebesgue 测度 : 

1) [0.1] 中 的 元 理 点 伟 ; 2) Cantor 集 !，3) Sierpinski 海绵 ; 
4 图 周 ， 3 开本 BOD, 40: 6 [a. 疡 上 的 连 线 国 数 站 rj. x Ela. 英 的 
图 ff fle)): rE ig. 上 

16. 泌 je =0. 则 yj1 J BY= (BY. 

17， 若 及 " 的 有 界 闭 区 间 i 要 至 少 有 -一 边 长 为 0 { 即 至 少 有 
一 k,l1 <k<n, 全 aj = be) 则 和 [a,8] = 0. 
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18. 设 jv 蚌 可 测 空 间 (8. 了) 上 的 两 个 有 有限 测 诬 ，6 为 = 一 
系 ， 人 OE8 且 ol8) =F. 兰 pv 在 8 上 -- 玛 则 jz 在 上 ~ 
致 . 

19. 商人 = ab ced. © = {dad de ad}, da.e}. fb.0.0.0}. 


以 


ptfayt pat{d)) = = pal{e}) = 1: 

Ht{b hy = pe = wel{e}) = pal{d}) = 2, 

pl{ zy ho pr el {yl}). i=12.{rp}ee. 

HO) = 9, Hi 1=1.2. 

试 证 ; BC 不 已 半 集 代数 在 上 pz 且 齿 -可 吉 . 但 在 ete， 
-ja7 2 这 个 例 王 说 明了 仁 么 问题 ? 

20. 如 果 出 度 扩 注定 碌 中 隐 >- 上 限 ” 菜 件 去 掉 ， 列 扩张 的 [ 
一 性 未 必 成 立 ， 便 如 全 = 三 .在 号 上 年 习 ma = 集 1 的 塘 ， 
于 eB; pz 二 2p. 斌 让: Ap 殉道 溃 上 的 测度 ， 不 是 o -有 限 
的 ， 但 在 8 上 jo 一 jo. 在 ot81 二 Bi 2. 

21， 流入 一 可 消 王 出 ， 访 为 的 任 一 子 集 ， 邻 


saAD := A). 


Hr 


试 证 A 为 -六 六 为 宇 间 的 测度 空间 .和 蔡 0 < pA 和) < 


， HA %. ， 的 
人 (A.An J. 人 为 一 鼎 急 六 笠 本 至 加 玖 板 尝 窒 | 问 . 
{i 


22. 设 [Ep; 入 -人 全 同 。 A 上 ne, 为 
下 的 一 个 工人 抽 泽 并 入， 5, :wc 六} 是 作为 五 的 可 数 拓扑 基 
的 开 球 列 ， - 有 限 并 作成 的 集 类 ， 
有- 

Fer il2 Fh = vi) < vb) 

(DR, Res = VEU FY < vA + va); 


04 第 二 章 。 淹 府 市 则 与 概 举 空间 
fiiiy 1 EFT, ND= 一 全 zf UU Fo) 二 PE 十 2fE2). 
对 于 三 的 开 集 O 及 任何 4C 五, 定义 
AO) := sup{v(F}: FCO, FeF}, 
XA: 二 inf{X{G} : 及 CG, GG 为 开 集 }. 


则 3" 为 巨 上 的 -一 个 四 测度 ， 
(此 题 来 自 [LR) 中 Prohorov 定理 的 证 明 过 程 . ) 


3， 测度 空间 的 一 些 性 质 


今后 如 无 特别 启明， 谈 到 调度 时 总 是 指 某 一 给 定 可 测 空 间 的 
5- 代 数 上 的 测度 - 


--， 测度 的 运算 性 质 . 

2.1 中 定义 的 可 测 空 间 (8,J) 上 的 测度 4 是 于 上 的 广义 实 值 
卫 数 ， 满 足 : 

1) 对 任何 4E 于 py(4) 0, 日 至 少 存在 AEF, 使 jg(A) < ec: 

2) 若 4 & 于 , n € 划 , 两 两 不 交 ， 则 

al U A. ) 一 二 HA). 

若 还 满足 

3) a9Q) = 1; 则 称 ji 为 (8,F) {或 了 上 的 鬼 率 测度 . 

1. 由 上 述 人 义 ， 易 得 

4) x(O) = 0 


5) ABEF = HAJBI+HANB) = p(A) + nu(B) 
若 还 有 tA4) < oe, p(B) < ao. 则 


2AUB)= pA)+ 2B) — H(AN BY). 
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一 般 地 ， 若 (Ak 之 96. 下 二 1,2 ,Rn, 风 
Ad UO rn = DD) 2 - Rd] 


1 
6) 车 34. BEF,AcB.NMNAB) = pA)+n(B'\ 4, 且 
AHA) < HB) 车 还 有 ptA) <, 则 
AB Al= p(B — p(A). 


9 4 是 概率 测度 ， 史 


+ 


uA) = 1 — pt(A): 
utA) 1 
7) 沉 o 一 可 加 性 : 若 4 E 于 ,ns 机 则 
a{ U 4n) < < HA ). 


n=1 Tt 一 二 
2. 定理 设 1n.3,A 是 测度 至 间 , 则 jp 下方 连 续 : 则 若 4 e 于 . 
neN, A 1. 则 
Jim HA) = zf UU UU 4A). 


且 关上 方 连续 : 即 若 4 & 于 , n E . 4 14 日 存在 me N. 使 


H(Am) < oe. 出 
lim HLAn) = ef 让 nN 区 ) 


证 明 车 An EF neEN. AnT, 则 { 令 Au 一 人 0) 
2 mw 
lim Af 4 ) = lim, 2 HA ALL1)} = 3 RNAi 
HN Hom Ei] k=1 
这 呈 


一 上 Uj -4 4 一 A(U An). 


六 二 1 


若 A EF,n EN, 有 4, ,日 友 在 me NN. 使 jt4) <ox, 则 
AAA 
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昌 当 王 下 时 ， Ad < cc 因而 
H{An) = jt 十 «(NN 个 4) 
中 的 级 数 收 伊 ， 当 n 一 oo 时 ， 报 限 为 0, 故 
dim tai = hin 二 Rd i) 十 A Ak) 


A) 
{也 可 用 de Mergan 法 则 归结 到 前 一 部 分 }， 记 
3. 定理 设 上 为 人 0 的 集 代 数 .A 上 的 可 加 测度 ， 若 上 还 满足 
下 列 两 条 件 之 ~~: 
1) py 下 方 连续 ， 即 对 任何 满足 {44} cA. 4 TU A EA 
的 集 列 ， 都 有 


Mim Hl) A(U 4 
2) p(0) < ec 自在 9 处 上 方 违 续 ， 即 对 任何 满足 {14, CA， 
4 门 守 1 4, = 名 的 集 列 ， 都 有 
md 二 0 一 HG) 
则 为 .4 不 的 测度 ， 
证 明 只 害 证 鼎 在 .A 上 上 有 具有 e- 可 加 性 事实 上 ， 由 .44 是 集 
代数 知 上 可 吉政 含有 限 可 加 ， 对 任何 疡 ,< A n E 本 两 两 不 区 ， 


HU BEA. 
若 趾 成立, 令 4 :一 BE 则 An ?U1 An eA4. 因 


而 


EE lim p(Br) = Y p(Be). 
ToC k=1 二 1 
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若 2) 成 立 ， 令 如 =UE Be 则 4 月 4 只 (为 什 
乏 ?), 因而 
lim a( Uy B, ) = lim gtA,)= 0. 


不 二 nn 十 ] 


由 有 限 可 加 性 若 


-A (Br) +n( U Br) 


下 一 下 -FL 


今 4 一 oo 即 得 


x( UB)= nl 器] 


二 ， 测度 的 完全 化 . 

4. 定义 设 上 .7. 辣 是 一 测度 空间 ， 若 对 人 的 子 集 BB 存在 
AE 于 全 42B 且 p(4)=0, 则 称 B 为 一 1- 堆 集 ， 着 每 一 4- 替 
集 都 属于 宁 , 则 称 {9.7.1 为 完全 测度 室 向 ， 称 jy 为 完全 测度 . 

5. 定理 1) 设 {0,4) 是 -测度 空间 ， 今 

:二 {A4AN: AEF, N 为 上 一 零 集 } 
二 ALUN: 4ET AN 为 4- 零 集 } 
Ed4AN: =Adl 4 EF N 为 上 一 等 集 . 
则 (9, 玫 ,EK) 为 -完全 测度 空间 ， 称 它 为 (9, 了 ,#) 的 完全 化 . 

2) 设 上 为 半 集 代数 8 上 的 o 一 有 限 浏 度 ，yw* 是 由 上 引出 的 外 
测度 , A* 是 一 切 产 - 可 测 集 组 成 的 e 代数 , 则 测度 空间 (9, A .7) 
是 (Q,0(8),p) 的 完全 化 (此 处 将 在 ol8) 上 的 扩张 仍 记 作 内) 

因而 此 时 上 在 vA 上 的 扩张 是 唯 -的 . 

6, 推论 Br 上 的 Lebesgue 测度 是 Borel 测度 的 完全 化 . 
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定理 5. 1) 可 以 直接 验证 ， 而 定理 5 即 为 [YWT] 第 一 章 $5.3 
的 定理 5-8. 引 ! 于 得 乌 卡 因 此 处 不 再 证 明了 . 推论 6 是 定理 5. 2) 
及 推论 2.17 的 直接 结 玉 . 

完全 化 的 好 处 在 于 : 很 设 其 个 依赖 于 的 性 质 在 某 个 零 测 集 
六 之 外 成 立 ， 则 使 此 性 质 不 成 立 的 = 的 集 就 是 N 的 一 个 子 集 ， 
一 般 来 说 ， 它 不 一 定 属于 汪 , 但 它 必 于 于 且 它 的 产 测度 为 零 . 有 
了 这 个 例外 集 的 可 测 性 有 时 是 方便 的 . 


三 ,测度 的 逼近 


由 测度 扩张 定理 的 证 明知 : 由 半 集 代数 5 上 的 测度 4 引出 外 
测度 pr*, 再 定 出 pw* 可 测 集 类 4 及 测度 im 但 是 .4 的 - - 般 
元 案 及 其 外 测度 都 不 太 容 易 把 握 . 央 此 有 时 考 霹 它们 的 逼近 问题 ， 
下 面 是 这 方面 的 一 些 结果 . . 


7. 命题 设 1/ 是 半 集 代数 8 上 的 测度 ， A(8) 是 8 生成 的 
集 代数 {因而 由 引 理 2.7 知 4 在 它 上 面 的 扩张 是 相当 具体 的 )，pe 
是 由 4 引出 的 外 测度 ， 则 对 任何 4 E A 7(4) < oo 及 对 任何 
s > 0, 存在 4。 < .4f3) 使 


HAAA = av) — law) =1}) <e. 


证 明 由 Hi 的 定 文 知 存 在 PB, € 5,n €N, 使 了 4 己 Ur B, 且 


ie) < 3 A(Bn) < pr (A)+ 


[ou 


辐 pA) < cc. 所 以 本 m1 4Bn) 收 伍 ， 故 存在 no & N, 使 


E 
HB,) ph 
n=nm+1 
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令 4 :一 Ua Bn. Be := nor B，. 则 
A\ A CBB, A.\AC({A LB)NA, 
Hp14A4e < (AN\ A) + (Ae A) 
srlB) te (( U Ba) \ 4) 
< 了 十 
对 于 有 " 上 的 Lebesgue 测度 ， 还 可 以 有 如 下 进一步 的 
8, 命题 设 4 为 有 R" 的 一 个 Lebesgue 可 测 子 集 ， 则 
AA) 二 inf{f A(G} : 4 CGcR", G 是 开 集 】, 
= sup{ 和 A(K): A DK, KK 十 紧 集 】. 
国 而 若 ALA) < sc, 则 对 任何 = > 0, 存在 一 个 开 集 G 及 一 个 紧 集 
到 {因而 是 有 界 闭 集 ) 使 
KcCACGEHAMG -ee < MA) < ME)+Ee. 
证 明 由 定理 2.2.11 其 开 集 是 可 列 个 左 开 右 闭 区 间 之 并 , 所 以 
是 Borel 集 ， 冤 它们 都 是 Lebesgue 可 测 集 ， 为 证 定理 的 前 一 部 
分 ， 由 >》 的 不 降 性 知 ， 有 只 须 证 
(1) A inff AG); ACGCR", G 是 开 集 } 
(2) Ad < sup{ A(KY: 4 ,KK 是 紧 集 }. 
车 A(4) = eco, 则 (1) 显然 成 立 ， 设 X4) < co 6 > 0 任意 ， 
册 由 Lebesgue 测 着 》 的 定 闵 知 存 在 开 区 间 列 ,ke 本. 使 


2 2 
ACI), ih| < MAI+E. 
k=1 k=l 


令 G: 二 Uj 和 则 有 4CG 且 由 和 的 次 og- 可 加 性 
MO} < | < MA + 
民 一 二 


100 帝 : 刘 。 油 度 宣 间 与 需 全 训 亲 


故 (1) 成 立 

对 了 2， 这 完 讨论 4 为 有 界 集 的 情形 (主要 想法 起 入 用例 
集 】 于 区 有 一 有 宕 下 知 C 4 于 是 出 将 一 部 分 证 明 仓 在 @ 
为 并 集 ， 属 


DO A AAMC A)+E. 

唱 玫 :=CyG 为 有 界 辕 集 . 是 紧 僻 ,及 KK 世 

AE) = ACI— ACAO TAM) MCN A £ = MA) -a 
由 十 <>0 任意 ， 所 以 (成 开 

现任 对 无 界 Lebesgue 可 测 集 4 来 证 明 (2). 为 此 只 需 证 明 : 
对 任何 BA 总 全 家 开 上 = 使 AK) 5 三立， 由 的 
于 笑 稚 性 知 
人 二 二 in AAT me. me.), e= (1,1,.… .1). 
于 是 ， 存 在 mo EN 使 
入 [和 1 [一 Prne Tot > b, 

由 前 ~ - 牙 证 明知 存在 玉生 4. 为 紧 集 使 下) > 8b. 口 


四 .Lebcsgue 测度 还 有 有些 其 他 值得 注意 的 性 质 ， 由 于 篇 
肾 美 系 ， 我 们 在 下 而 不 捧 证 是 地 加 订 介 绍 . 

9. 命题 设 上 4 是 13".B139)) 上 的 测 谋 ， 旦 满足 : 

1) 对 任何 有 界 Borel 集 4 Rd) < cc: 

2 站 平移 不 变 ， 几 对 任何 = < R.A eB(R") 


MA) = pz + A 


其 中 zzTA:=fyeER" ;y= 上 <E 4 则 有 一 常数 c > 0. 
使 对 任何 A E BER"), yA) = eA(AY. 


| HH 


I0, 命题 设 汪 是 及 的 Lebesgue 可 测 子 集 且 (4) > 0, 则 


[ed 
11. 命题 用 不 Lebesgue J 测 的 子 集 存在 . 
五 ， Hausdorff 维 数 及 油 | 让 介绍 
我 们 已 经 证 明 Cantor 集 居 不 可 数 集 ”而 壬 容易 证 明 : 
12. 命题 Cantor 集 总 有 的 Lebeseue 测度 是 0. 
证 明 Go 的 Lebesgue 测度 为 


1 1/2y , 1/2y’ lf2\* 1 
5 (3) 3 
3 3\3 3 37 3 13 工 -一 


所 以 AP) =1- MGo)=0， 口 
给 定 > 由 3>0. 对 任何 4.C 有 R", 定义 


5} := sup{dz{z.y) xy EFF} 去 坟 集 上 的 直径 ， 


ww 
THD = TUN : ACU Cats CR0 < SU < 中 
"~ k=1 tk—1 


当 va Eo 上 式 右边 的 集 减 小 ， HI i. 于 是 
HHA) := lim TA) 
na0 


存在 ， 可 以 证 明 Xs 是 本 的 一 个 外 测度 ， 而 有 旦 在 3" 上 的 限制 是 
-个 测度 ， {完全 仿照 推论 2.12 的 证 法 可 证 : 对 任何 了 > 0 Hs 
是 一 外 测度 ， 国 而 XH* 是 一 外 测度 . ) 

引出 (4) 的 “想法 

如 果 于 是 4 维 球 四 (504))s 与 球 Ui 的 体积 只 相差 一 个 
常数 们 ， 因 而 当 。 为 整数 时 ， 34 (4) 就 是 4 的 s 维 的 体积 (不 
管 『 多 大 1!). 
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另外 ， 对 任何 4 < R", 7 < 1 容易 看 出 (4) 对 = 是 不 增 
的 ， 因 此 XK:*(4) 对 。 也 是 不 增 的 ， 更 进一步 ， 当 上 > s 时 ， 


PSU < 9 2 让， 


因而 
HA) ST TA) 
于 是 ( 令 了 一 中 
H(A) < oc， t>s 一 > H(A)=0 
由 此 即 知 存在 dimgz A e [0.n] 使 
ss 0 > dimg(A) 
JO) = { DC， 8 < dimp(A). 
而 称 dimpg(A4} 为 和 4 的 Hausdorfft 维 数 . 
可 以 算出 
dimp Py = log 2/ log 3, 
Hausdorff 维 数 与 Hausdorf 测度 问题 是 近 些 年 发 展 起 来 的 分 
形 几 何 (Fractal Geometry) 的 -个 基本 概念 ， 关 于 分 形 几 何 可 参 
看 [Fa1l], [Fa2]. 
一 个 宣 有 启发 性 的 算法 如 下 : 
FR) = HP nN [0, 113]) + HtPo N (2/3.1)) 
(ea + (3) CP) 
假设 在 s = dimpB 下 有 0 < M(B) < vo (此 式 需 要 证 明 , 是 一 个 
太 蛆 而 合理 的 假设 ， 此 事 证 明 常 有 实质 性 困难 ， 有 时 不 成 立 ) 于 
是 得 到 1 = 2( 5) 因而 dimg Po = 5 = log 2/ log3. 
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习题 
1, 设 Po, Pi 是 (02,5) 上 的 陆 个 慨 率 测度 ， 且 对 迁 何 8 > 0， 
存在 4. EF 使 Pl， 1 < 2 Pi(A,) > 1-s. 试 证 : 存在 4E 宁 使 
Pi1{4) =1, Py(4)=0 (提示; 取 4= Hp 4z-") ( 称 其 有 上 述 
性 质 的 两 个 测度 古 由 互 奇 异 的 }. 
2， 设 { 旭 .F.P) 是 概率 空间 着 { 4,: n€EN}cF 有 EE 
yo Pf4 < 0. WD 
PI{ 4, io. =0 
(其 中 { 4 io.} 表示 和 有 无 穷 个 4A; 发 生 的 捉 件 ， 试 证 


{ 41i0.}= [4s). 


Tt 三 1 = 

此 结论 是 著名 的 Berel -Cantelli 引 理 . 

3. 设 4 为 QR 上 的 集 代数 . 

1) 设 jn2 是 ef(4) 上 的 测度 旦 在 .A 上 o~ 有 限 , 车 (A) < 
o0, 了 二 4.2, 刚 对 任何 < > 0, 存在 4。 E A 使 (AAA) < es， 
i = 1,2. 

2) 试 将 1) 推广 至 可 数 个 测度 的 情形 . 

4. 证 明 4 < 了” Lebesgue 可 测 的 充 要 条 件 是 对 任何 了 CR" 
开 区 间 ， 有 


XD = NAND EMA ND. 
5. 车 了 为 R? 的 一 个 有 界 开 区 间 ， 试 证 : 
吾 C 工 为 Lebesgue 可 测 集 的 充 要 条 件 是 
ND = M(B) + MN BY. 
如 时 定义 A.(B) = sup{ A( 了 :下 cB, 下 为 团 集 MH 称 为 BB 的 内 
测度 ), 试 证 : 上 述 条 件 等 价 于 和 *(B) = XA,(B). 
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6. 证 明 对 任 一 集 五 < 及 , 有 Gs 型 集 (可 表示 为 可 数 个 开 集 的 
并 ) 4. 使 Ma4) = 和 *(E). 

7. 百世 及 是 Lebesgue 可 测 集 = 已 = 4 万 ,其 中 4 为 
Gs 型 集 ， 和 MH} = 0. 

8. 已 性 开 是 Lebesgue 可 测 集 < EE= BuH, 其 中 B 为 
本 型 集 (可 表示 为 可 数 个 财 集 的 效 ). 而 和 HH) = 0. 

9. 设 (五 .四 为 距离 泽 问 ， 所 六 : 

让 对 一 切 吾 的 于 集 .4,8. 称 dtA, B) :一 inffaefz 人 :2 E 
4,. gy 日}, 六 集合 4. 吾 的 距离 ， 妇 果 开 A4,，B) > 0 称 4.B8 是 正 
分 高 的 ; 

ii) 对 任何 EE 的 子 集 44. 称 64) := sup{dlz, 四: ze 人 4 为 
集合 4 的 直径 ， 

ii 如 果 吉 是 上 的 外 测度 ， 对 任何 正 分 离 的 集合 4, B 有 
af4UB) = Ad4+ACB) 则 称 “为 距离 外 测度 ， 

if) 若 对 五 的 任何 子 集 4.8 > 0.s>0, 令 


HAY inf{ TF UD): AC UU U0 < EU) < el} 
:=1 21 


H(A)} := lim (A) = sup Ki (A). 
E+ 三 2 


称 7"(4) 为 集合 马 的 Hausdorff 测度 . 

试 证 : 

1 引 理 各 5 为 (LE. 由 上 上 的 距离 外 测度 ， {4a} CE 为 不 降 
集 列 ， 4 = lim 4。 目 对 任何 me N, dd ad > 0, 则 
pA) = lm p(n): 

2) 定理 若 为 {E,d) 上 的 距离 外 测度 ， 则 E 的 一 切 Borel 
子 集 是 -可 测 集 . 

3) 定理 7? 是 (E,d) 上 的 趾 离 外 测度 . 
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sl 可 测 函 数 与 分 布 


1. 定 汉 设 人 .和 站 秆 一 测度 间 ， 若 明 数 f: ALE 中 及 
使 对 -- 转 Be B. 有 
f HMB) :1 A: flu)e B}eANT. 


其 中 下: {A 人 开 =}. 则 称 了 为 定义 在 入 上 的 可 测 函 
数 ; 当 为 概率 汕 度 上 时， 可 训 函 数 称 为 A 上 的 随机 变量 ( 简 记 作 
zx 小 若 寺 吧 秆 于 达 时 ， 则 称 子 为 A 上 的 有 限 实 值 可 测 函 数 ( 相 
应 地 ， 有 限 值 r.v,) 

-个 A 上 的 有 限 复 值 可 测 沙 数 ( 相 应 地 ， 复 值 r.v.) 是 - -个 
定义 在 AE 于 而 取 什 于 复 平 面 的 函数 ， 且 其 实 部 和 虚 部 痢 呈 有 限 
实 值 可 测 沙 数 ， 以 后 复 亿 函 数 静 可 按 此 定义 化 成 实 的 情形 讨论 ， 

车 六 = 人. 则 相应 的 名 疗 前 的 “A 上 的 * 略 去 ， 并 有 时 简称 为 
了 -可 测 清 数 ， 我 们 知道 (4.A “Fp) 也 是 一 个 测度 空间 ， 所 以 如 
困 有 必要 ， 可 以 将 “A 上 的 ”化 为 定义 在 整个 空间 上 的 问题 来 i 
论 ， 例 如 对 于 r.v. 四, 要 想 考 虚 有 限 值 的 人 情况， 就 可 考 虚 
An .= {wu EN: [KX(w)| < 0} 


上 的 vy. 
备 一 般 地 , 设 (0. 于 {EE,E8) 为 两 个 可 测 空间 , 映射/ :人 五 琶 
满足 : 对 一 切 Be E. 有 ff-B) e F, 则 称 了 为 (0.F) 到 (5,E) 
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的 可 测 映射 , 若 3 上 有 概率 测度 P, 则 称 为 (9,F,P) 到 (E,£) 
的 随机 元 . 

如 果 记 {7-1(B8): Be 2 为 ff2), 则 (9.9 天 1.8) 的 可 
测 映射 的 条 件 就 可 写成 如 下 更 简单 的 符号 

filE) CF 

而 将 f-1B)，f-1(8) 分 别称 为 B.E 对 了 的 道 象 ， 有 时 也 将 
f-1(B) 记 成 {J eB}. 将 {wen: nA 
将 pfe: ftw) EB ie 成 pt{f Ee BD ACIDB) 或 no 大 10B) 
等 等 ， 


关于 道 象 有 下 述 有 用 性质 : 
2. 引 理 设 / 是 由 @ 到 吾 的 瞻 扩 (不 必 可 测 ). 则 下 列 公式 成 
TY: 
(1) fH-Q, ff-1(0)= 
(2) 人 
(3) (UB)= Uf) 
其 为 全 指标 各 [不必 林冲 ), 因而 有 
的 (NB)= 门廊 (5 
了 ET “ET 
(5) FBI\ Bao) = 7 (BI)\f (Ba), BiC Ei=1,2. 
证 明 容易 ， 留 给 读者 . 


3, | 理 设 了 是 由 只 到 已 的 映射 ， 
(a 若 是 五 的 一 个 -代数 ， 则 -1(8) 是 人 2 的 oo- 代数 . 


tp) 若 & 是 EE 的 任 一 非 空 的 子 集 类 ， 则 
(1) 六 (el(G) = 0(f 7 (©)). 
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证 明 (a) 为 引 理 2 的 直接 推论 ， 今 往 证 (b). 
由 (a) 知 FLefe)) 为 也 的 一 个 c- 代 数 且 易 见 它 包含 
六 9) 故 


(2) f (oe)) 2 olf7 (0)). 

今 往 证 : ” 

(3) fo calf (0)). 
为 此 令 

(4) A:= {ACE: f(A) eo(f (0)}. 


显然 Ec .4 且 广 IC4)c olf-1B)). 于 是 化 证 (3), 只 需 证 zfe) cc 
.4 因此 只 需 证 4 是 歼 的 一 个 9o 一 和 代数 即 可 . 

由 (2.1) 知 fTE)=Reo(lf 16)), 故 EeA. 若 4e4, 则 
由 (4) 知 广 1(4) 6 alf-1(8)), 再 由 {2.1) 知 4* € A, 其 次 用 同 法 
应 用 (2.3) 及 (4) 即 知 A 对 可 数 并 封闭 ， 邦 A 为 互 的 一 个 oa- 代 
数 . 


下 面 的 定理 ， 将 初等 概率 论 中 的 r.v. 的 概念 与 此 处 的 定义 1 
4. 定理 X 是 可 测 空间 (9,3) 上 的 有 限 实 值 可 测 函 数 (或 随 
机 变量 ) 当 且 仅 当 对 - 切 >E 严 在 


(1) X10 = sen: Xo) < 2}eF 
证 明 由 (1) 知 

(2) oAXH{ or|: TE RI CF, 

绸 由 引 理 3 知 


(3 XTio{{(-oc,.7]: 2 ER =o(X {~-o0.7): x € RR}) 
而 由 Borel zo- 代数 的 定 头 知 B= ef 他 -ooz :人 三 及 故 由 (2)， 
(3) 即 得 X-1(8) Cc F, 即 XX 是 一 实 可 济 函 数 {或 实 1.v.), 即 定理 
的 条 件 是 充分 的 条件 的 必要 性 显然 .， 口 
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事实 上 , 这 条 定理 可 以 大 大 地 推广 , 在 想法 上 并 没有 新 内 容 ， 
Ng 表达 比较 复杂 一 点 . 现在 写 在 下 面 , 并 且 给 出 它 

高 维 rv. 的 心 用 . 

5. 定理 入 是 (人 .了 到 (PE 的 可 漠 映 射 {或 随 避 J0) 的 充 
要 荣 件 是 存在 的 - -个 子 集 类 5 满足 : 

1 ot = 6 2 对 一 雪 AEC, XJ 于. 


证 明 与 定理 4 可 . 
作为 定理 5 应用 的 一 个 例子 我 们 讨论 与 - 维 rv. 结果 (入 


理 4 相应 的 和 多维 博 形 . 
在 ， 定理 其 二 (大 RR 
的 可 测 贞 射 的 充 要 条 件 是 对 : 划 =- 2 5 RR* 有: 


X10.. |! = {ww EN: Xl) < rik = 112, je 


证 明 在 定理 与 中 ， 取 (8.8) = (R".B").8=1{(-2.2z:2€ 
R"} 即 可 

定理 6 说 明 :个 = 维 随 机 变 基 ( 即 ”个 随机 变 基 组 成 的 向 其 ) 
就 是 概率 空间 (Q, 下 卫 ) 到 { 肪 ",B*) 的 -一 个 可 测量 射 ， 如 随机 元 


平面 来 讨论 rv. 的 概率 分 布 . 
7. 定理 测度 空间 (9, 了 ,4) 上 的 每 - -个 nn 维 Borel 可 测 映射 
根据 下 列 美 系 决定 个 nn 维 Borel 测度 空间 (长 " , 卫 As 


(1) YBEeB®, p(B):= pK B= pl{X € B}). 
苦 是 概率 ， 则 yy 亦 然 . 


证 明 由 定理 6 知 对 一 切 Be B*, -1(B)€ 所 WM px (8B) 
有 音义， 显然 kx (8) > 0, 设 对 一 切 Be 8", n e N, 两 两 不 交 ， 
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因而 下 -1(B5i. me .了 世 两 两 不 人 入 ， 杆 起 由 引 理 2. 
总 ae 站 -人 下 aa 


了 TiL 一 ?mn 一 上 m 一 】 
一 >》, 号 = >》 Hs LBn) 
=1i —1 
5 4 是 概率 测度 时 ， 显 然 4 (3) = VX")) = p01 加 


8, 注 1) 当 半 是 一 nm 礁 随 机 变 景 时 ， {X71B): B33 < B"} 
是 了 的 一 个 子 =- 代 数 . 它 只 包含 与 区 有 关 的 随 视 事 侍 项 以 通 
Be 由 XX 产生 的 o- 代 数 ， 记 成 o[ 革 ), 卫 在 ol(XY 的 限制 
只 与 蕊 有 关 的 概率 规律 ， 而 下、 表示 大 的 值 的 分 如 的 概率 规 
全 所 以 称 为 蔷 的 概率 分 布 测度 记 作 : 
(1) P, =PoX-! 
由 它 如 下 地 决定 外 的 概率 分 布 狗 数 : 
(2) P(x sn) = Fe) = Py-—0,7) = P(X < 2) 
= PLXL < 1 ,Kn < Tn). 
wa 一 [zl ,Tn) ER". 


以 上 讨论 对 复 随 术 变 其 以 全 n 维 复 随 机 变量 郁 居 适用 前， 由 
上 面 的 讨论 知 ” 维 随 机 变 基 蕊 唯 - -决定 概率 分 布 测度 P, . 也、 
生生 全 全 人 下 区 过 来 ， 山 第 二 章 推 论 2.20 知 定 唯一 
决定 P。 但 是 P。 并 不 能 准 决定 X, 即 令 在 空 间 (了 ”小 上 
也 不 行 (为 什么 ? 1) 及 有 加 分 (测度 函数) 的 随机 衫 称 为 
同 分 布 的 
2) 对 一 般 的 nn 维 Borel 测度 空间 的 分 布 函 数 ， 由 于 有 "能 
(一 920,20]) = co, 所 以 毕 时 市 3” 了 上 的 测度 jg 定 六 分 布 函 攻 时 ， 
通常 采用 以 下 的 办 法 : 【还 需 假 定 当 B 有 界 时 ， A(B) < oc. 即 jy 
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为 Radon 测度 1) 为 简单 起 见 ， 只 介绍 一 维 情 形 ， 设 4 为 B33 上 的 
测度 ， 任 取 一 参考 点 6 E 8R, 定义 它 的 分 布 函数 


2)), > #4, 
- Rt 


于 是 易 见 并 不 唯一 决定 分 布 函 数 严 = Fy, 但 容易 证 明 凡是 满足 
(9) ul(a 6) = FF), obeR, ax 
的 函数 F, 相差 一 个 常数 ， 即 / 与 函数 类 {+c: ce 民 } 通过 关 
系 (4) -一 对 应 ， 其 中 为 一 不 降 右 连续 函数 

3) 定理 6. 7 不 仅 对 有 限 维 随机 变量 或 可 测 函 数 成 立 ， 对 无 穷 
维 的 情 元 ( 即 随机 变量 序列 ， 随 机 过 程 ， 随 机 场 的 情形 ) 也 成 立 ， 
不 过 这 些 牵涉 到 无 穷 维 空间 及 相应 z -代数 的 讨论 , 所 以 先 不 介绍 
了 了 ， 


定理 ? 对 一 般 (9.3 站 到 距离 可 测 空间 {EZ,&) 的 可 测 映 
射 也 成 立 ， 只 要 将 定理 7 中 的 (及 ",B”) 换 成 (三 .3 即 可 . 


9. 例 1 测度 空间 (9,F,p), 对 一 切 4E 3, 定义 


Pt 4 
由 1 是 了 -可 测 的 咬 数 . 
因为 对 -~ 雪 x & 民 . 
9， >1: 
{ow: TA) a} = 4 A Dr<lpreF. 
世 . TO. 


例 2 给 7 了 分布 列 


(全 32， ， 
bl: P22 i*: 
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可 以 造 离散 rv. 如 下 : 令 人 := {zn :nn€EN}F: 二 14;:AcRY 


PlA}:= >》 pvY4CU 
nn 饭 站 


大 (nj := x. 
则 X 是 服从 上 述 分 布 列 的 离散 随机 变量 , 因而 可 以 造 眼 从 二 项 分 
布 ， Poisson 分 布 等 的 Tv， 

例 3 给 了 非 负 可 浏 孙 数 及 -一 及 - 且 满 足 [fi2) 
(此 处 及 下 面 一 行 的 积分 是 Lebesgue 积分 ， 将 在 下 一 章 .+ 论 ) 可 
以 造 连 续 型 ry. 如 下 : 令 R= RF=B,P(A4)= ft 1 Ae 
3( 由 下 一 章 的 积分 理论 知 ， 卫 是 3 上 的 概率 测度 ) 

[rz := 工 。 zx ER. 
则 天 是 以 了 为 概率 分 布 密度 的 随机 变量， 当 


fi osa<l 
fw)={ 


x <0 或 i>1 
时 ， 六 为 服从 均匀 分 布 510.1] 的 r.v.. 当 
f(z) = i 


HX 为 服从 正 态 分 布 N{H, a2) 的 mv 

下 面 我 们 讨论 可 测 轴 射 的 复合 映射 仍然 可 测 ， 以 及 它 的 特 创 
多 维 随机 变量 的 隔 数 仍 是 随机 变量 的 问题 . 

10. 定理 设 (0, 了 ), (E,£), (4,4) 是 可 测 空间 ， XX 是 .风机 
到 (E.8) 的 可 测 映射 , 了 是 {E,2) 到 (4.4) 的 可 测 上 映射 , 由 Ys。 六 
为 (9, 下 ) 到 (4.4 的 可 测 上 映射 ， 其 中 (Yo XY)(w) := 了 {XX(e)). 

证 明 由 假设 知 X-1(E) Cc 了 ,Yi(A) C8, 所 以 由 Yo 站 的 
定义 知 

(Yo XIA) == XY HAN CX HE CF. OO 
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11. 推论 1) 大半 为 n 维 有 限 值 r.v., 了 是 及? 到 下 上 的 连 
续 陋 数 {9 以 是 复 什 的), 则 A(X) 是 mv 

寺 别 地 ， 屯 . ”是 有 限 值 rr 则 于 fr E N). 1XI"(r € RR )， 
EM EE R). est E HXVY, KATY, +Y, -YY, XY, 
AY {Yt 关 0, 对 一 切 ED 都 是 vw.. 其 中 Vy := maxtz.2)， 
ITAY = min(z.y). 

2 若 瑟 为 n 维 rr 了 是 下 "到 下 上 的 连续 晒 数 ， 则 7 
是 T.V，. 

特别 地 ，XX,Y 是 rr 则 ?rE RR), |X|"(r e Ri), eX(AE 
VAY. XY 禄 是 rv 其中 YYy:= max{z,N, TAY := 
i 若 瑟 二 六 有 -天 二? 王 有 意 久 ， 刘 部 是 可 测 函 数 ， 


证 明 因为 各: 虹 一 遇 连 续 ， 则 由 引 理 2.5.2(2) 知 对 一 切 

人 二 及 开 案 ， 六 IIG] 为 有 R" 中 的 于 集 ， 国 而 属于 B*, 记 民 中 的 
-| 开 了 集 类 为 ,加 109) Cc Bn, 于 是 由 ol0) = B 及 定 埋 5 

知 (TS B", 即 了 为 n 下 Borel 了 匡 数 ”由 定理 10 知 推论 的 
结论 (1) 成 立 ， 结 论 (2) 的 证 明 类 位 . 口 - 

定理 10 太 推 论 11 从 理论 上 说 明了 可 测 映 射 的 复合 映射 及 特 
例 多 维 随机 变 基 的 赂 测 (连续 ) 函数 仍然 是 随机 并 其, 这 一 点 不 用 
测度 论 是 说 不 清 乱 的 ， 

下 面 讨 论 可 数 个 rv. 的 情形 ， 主 要 是 关于 函数 序列 的 极限 的 
可 测 隆 问题 .首先 我 们 复习 有 关 函 数 的 极限 的 概念 . 

12. 定义 设 {jf : n & N} 是 定义 在 全 上 的 广 闵 实 值 可 测 应 
数列 ， 对 一 切 ww EQ, 定义 


(1) (sup fo (2) = sup 万 (wo (inf 本 (w) = inf fn lw); 


9 (一 (pf) 


说. 二 加 邑 数 与 他 布 L134 


(3) ( lim 六 Jsap 人 (At 


和 一 


则 sup 声 , inf fn，Jm 万 ，j 分 别称 为 序列 {f: m EN) 的 


上 确 界 .下 确 界 . 上 极限 . 下 极限 
习 知 ,im fr(w) 存在 (包括 为 to0) 当 且 仅 当 lm 户 (o) = 


Ld 


im fun{w), 款 此 凿 这 fh 的 极限 函数 linl, ,~ hn 为 


(4) A :一 区 lim 六 fo = lm fle) 


TL 


上 的 广义 实 信函 数 ， 其 定义 为 : 对 - 切 we A， 
册 (lim 所) bo sm fs {0). 


13. 定理 若 {fi,: neN} 是 (9,) 上 的 (广义 ) 实 可 测 函 数 
序列 ， 则 if J sop fa im, Jn > 户 痢 是 (9.9) 上 的 
(广义 ) 实 可 测 消 数 ， 有 由 (12.4) 定义 的 E 于 ,而 im < 太古 
和 二 的 (信义 ) 实 可 测 嘎 数 . 

注 :由 最 后 结论 看 出 , 定 交 1 中 一 般 是 测 函 数 概 念 的 必要 性 . 


证 明 显然 对 一 切 了 E 于， 
{ up, < 了 } 一 门 { < T}. 


neEN 


{inf f, > z} 一 LU {fs 2 人 


帮 SUDy, fr inf;, fr 部 是 村 一 吕 洁具， 内 而 lim,, _. , fs lim, _,e fn 

也. 是 ， 
为 了 证 明 A Ee 了 ,我们 注意 对 任何 现 个 实 了 -可 测 师 数 f.g 米 

说 ， 

{es: Fo ow) = {os: Fo) < gt) UU te: fo) > gw)} EF. 
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设 忆 表示 有 理 数 集 ， 因 为 
ft: fo) < go) = UV He: Fo) < rN {er < gn) eT 


Ew 
从 
所 以 前 述 诸 结 论 成 立 ， 口 

这 条 定理 说 明 可 测 国 数 在 进行 极限 运算 时 较 连 续 困 数 方便 . 

144. 注 应 用 本 节 的 结论 容易 给 出 随机 变量 的 可 测 (或 连续 ) 
荐 数 的 分 布 的 - - 船 公式， 如 果 原 来 随机 变量 的 分 布 已 知 的 话 

设 入 是 一 nn 维 实 随 机 空 量 ， 4 是 它 的 分 布 ， :了 R" 有 民 
是 Berel 可 测 是 数 ， 则 天 元) 的 概率 分 布 测度 及 分 布 图 数 可 分 别 
表示 如 下 : 


0) po =p of Boo(B)= ps(f 1(B) vB eB™. 


(2) Fs) = pu(f I((~o0,2), Yr eR™. 


例 设 一 维 随机 变量 XX 的 分 布 函 数 为 FF, 则 sin XX 的 分 布 函 
数 的 值 


in xte) 一 Hx (sin (|—1. x))) 


oo 
一 >》 jx (2n — lr — sin tz,2n + sin ! x)) 


性 三 一 向 
一 > [IF{2nn rsin lr}— Fl(2n ~ 1)r— sin tx — 0), 


vz €[—1.1); 


此 让， Finx(z) ==0, 对 一 切 x < 一 1; Finx(z) =1, 对 一 切 z>1. 


习题 
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1. 斌 证 示 性 函数 有 下 列 性 质 : 


1) Tan5 = 1a:l1a. IasB = T+lp— Tana. a=1—1a. 


lass = |1a — pl: 
2) Tu a, 一 SUP Tas. dn,a, = infn, Ta,, 
Him, 4, 二 im 一 = 
Tim 过 1 一 lim,, re An. 
2. 设 fg 是 [0.3) 上 的 实 (或 复 ) 可 测 狠 数 ， 问 下 询 函 数 是 
否 了 J 测 函数 ?并 说 明理 由 . 


fw), we {I 
1) filw) := 人 2 BE fi = FT): 


2) 户 :二 了 Twy 十 (fF 二 Dw w 为 人 9 的 给 定 元 : 

3] 万 :一 了 .74 二 0 Ta4c， AES. 

3. 了 是 实 (Q. 叶 ) 可 测 血 数 ， 则 |f| 是 了 可 测 的 ， 道 命题 是 否 
成 立 ? 

4 设 于 := {@,4.4cn1 4 CN 给 定 ， 试 写 出 (2,F) 上 的 全 
部 于 -可 测 函 数 . 

5. 加 果 两 个 随机 变 基 几乎 丸 处 相等 ， 出 它们 具有 相同 的 概 浴 
分 布 测度 ， 

6， 对 于 给 定 的 {及 ,3) 上 的 任何 概率 测度 g. 定义 -个 概率 分 
布 测度 为 4 的 随机 变量 . 

7, 设 6 为 [0,1] 中 的 均匀 分 布 ， 对 十 每 个 分 布 函数 F, 定义 
GIy) = sup{z : F(z) 万 让 , 则 G09) 具有 分 布 晴 数 F. 

8, 设 和 具有 连续 分 布 函 数 FF, 则 F(X) 县 有 10.1; 上 的 均匀 
分 布 ， 如 果 F(z) 不 连续 ， 情 况 又 怎样 ? 

9. 如 果 为 Borel FT 测 ， 甘 与 同 分 布 ， 则 FX) 与 fA(Y) 
也 同 分 布 . 


ie 第 测 埋 本章 呵 故 与 随机 变 其 


办. 设 mi 有 ) 是 由 随机 变 基 三 所 产生 的 o 一 威 ， 刚 AeolX) 
的 充 要 条 件 是 对 于 菜 个 Be 3., 5 一 入 "1(B). 问 此 8 是 瞪 唯 -一 ? 
能 奇人 节 和 个 集 4 芋 加 ,后 得 A 到 11A)? 

i 将 习题 10 中 的 论断 推广 到 有 限 个 随机 变量 的 情况 ，《 推 
六 | 个 随机 变 基 的 情况 也 en) 

12. 没 革 是 维 实 随机 变 屋 . 分 别 是 甘 的 分 布 函数 
种 慨 、 分 市 漳 虹 成 用 严 . .As 二 直人 总 分布 晒 数 或 慨 率 分 古 
测度 ， 上 站 : 现 *” 一 所 是 Borel 可 测 轴 数 : 
n=1l. fi. 
涩 于 二 工时 ， 机 


L2 


了 
门 : 一 上 E 芒 ; 

r+ lr 3).xe Rn 
2 := cos kr, 万民 .下 为 常数 ， 


H 
上 
本 站 
~ 


» 7 
了 | 一 LA | 1 
二 MAN En TR 


了 

(人 

{ 

(2) := in gen Te Po pi rn Ee WR". 


流 ， 可 测 函 数 的 构造 性 质 
1. 定义 给 定 (89,7) 


1 阁下 U 
一 12 为 实数 或 二 xx 1 或 复数 ), 称 酒 数 


得 村 


f= ak (EH fiw1 := arTa(e). “人 人) 


上 二 1 Ft 
为 了 -简单 区 数 . 
2) 若 4 EF ne 两 丙 不 交 且 jg 45 二 人 an.n 村, 为 
多 实数 (或 复数 ), 则 称 耳 数 
x 


:一 y aa a 
如 一 
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为 了 -初等 函数 


2. 引 | 理 说 19,3) 为 可 测 空 间 ， 则 于- 知 单 函数 .了 F- 初等 函 
数 邦 是 寺 - 可 测 孙 数 ， 


证 明 出 69 前 1 和 74 是 了 -可 测 的 ， 岗 而 于 - 简单 
尔 数 的 于- 可 测 必 由 定 理 1.11 立 得 ， 而 于- 裙 等 国 数 的 可 测 性 则 
由 定理 1.13 9 得 ( 惠 于 | 半 盖 

下 面 给 出 丸 一 种 证 出 

没 4 En 5 民 . 两 两 不 交 ， an 为 广义 实数 (或 复数 ). /= 
a 于 是 对 -要 BEB. 有 


Ca 


。 和 >» 
1 nd a, 一 Lm ,~ Dp ak 了 4] - 


fHB)={w en fweB}= () {2 EN: fv) =an} 


tn 二 号 


= JE 了 


mm 二 
国 开 7 为 于 一 相 放 匡 和 过、 了 
例 一 人 .94.P) 旦 性 
U4, = 人 .全 


Ey 
[= 


4 二 于 E 村. 岗 商 不 父 ， 


Ni hs EA HX := > zn,, 


mn 二 1 
四 为 一 计生 人} 且 分 布 放 为 
Dr 一下) 
3. 引 理 :于 为 呈 浏 罕 则 ， f.g 为 在 意 两 个 广义 实 了 - 
简单 函数 1T- 初等 陶 获 ), 则 
1 f+ig 为 了 简单 疡 数 ( 相 应 地 : 全- 初等 目 数 } 


2) 当下 二 g 条 已 区 时 了 +g 为 了 简单 医 数 (相应 地 : 个 - 
初等 落 数 ). 
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证 明 设 了 一 Dn Gnd Ans #8 二 Dm bm lB 而 


f+ig= Y (an +t br) TA p,. 


.n=1 


f+9= 3 (a tbm)la.Ba. DO 


规 在 我 们 研究 可 测 函 数 的 - -种 构造 性 质 一 用 简单 泊 数 来 
这 近 . 

4. 定理 设 人, 中 是 可 测 空间 ， 则 

1) 任 一 了 -人 可 济 函 数 是 了 -简单 沙 数 序列 的 极限 ; 

2) 任 一 了 -可 测 函 数 是 -~ 初等 函数 序列 的 - 致 圾 限 ; 

3) 任 一 有 和 界 了 -可 测 郴 数 是 了 -简单 昂 数 序列 的 - - 致 极限 : 

4) 任 一 非 负 于 -可 测 末 数 是 非 负 不 降 了 -简单 羡 数 (了 -初等 图 
数 ) 序列 的 极限 (相应 地 : - - 敦 极 限 ). 

证 明 由 引 理 3 的 1) 知 只 需 证 实 值 函 数 的 情形 、 设 了 为 实 


了 -可 测 函 数 . 
1 对 一 切 neN. 令 
Tt 一 】 大 
(1 所 二 pr 
让 一 一世 "2 


则 显然 记 是 -简单 汐 数 ， 且 
a) 一 了) < 高， 当 ~n< Hw) < 时 
hw =n 举 fy) = + 时 
Jr = -mu 当 f(o)= -oo 时 
出 此 即 知 对 一 切 we .有 
Jim 大 的 一 让 
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即 1 获 证 . 
2) 为 证 2). 对 一 切 n se, 令 


pe - 
™ Kk 
{2) gn :一 pT :2) 十 60 Tso+ac} + (~—o0) Tf oc}. 
大 一 ~ 5 


则 9。 为 于 -初等 畏 数 ， 旦 
gf) < 却 ， 当 fw) 及 时 
my= Fa 当 F(w) = tcc 时 . 

由 此 即 知 ， 当 于 一 oc 时 ， 9% 一 致 地 趋 于 f( 实 际 上 ， 对 一 切 we 
QF) 一直 区 ) << 开 十 寺 ). 

3) 车 存在 村 > 0, 使 /Flw) < MH, 对 一 切 we Qn 成 站 时， 则 由 
n> MM 时 由 1) 定义 的 到 没有 最 局 国 贡 因而 当 m > M 时 ， 

[ft fo) < om Yo EN. 


翅 ， 
故 当 ?一 o,f 一 致 地 趋 于 车 
4) 当 了 为 非 负 -可 测 时 ， 则 对 一 切 ”E NN, 令 


一 1 
太 


fn > ， Zr fn 
0 


= 二 
~ 
do -Dn 二 了 二 二 yi 


刚 {fn EN}(fgx : n € NN}) 为 非 负 不 降 了 -简单 函数 (了 -初等 
函数 ) 序列 ， 且 本 
im fl) 二 flw), Yo 后 如 成 立 
im gutiy)} 一 g(lw), Vi EE 3 一 致 成 也. 口 
5, 定义 设 了 让: 人 一 及 .分 别称 f+ =fv0,f = 二 (- 由 v0= 
一 {fA0) 为 了 的 正 部 与 负 部 ， 
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显然 ， 
(1) f=7 -f/f, 
(2) Ifl= f++f, 
而 当 f 为 有 限 值 亢 数 时 ， 
(3) =f Mt 


2 2 

6， 定理 实 可 测 函 数 的 正 部 与 负 部 都 是 可 测 函 数 ， 因 而 实 可 
测 阔 数 可 以 表 成 一 非 负 可 测 申 数 之 差 ， 

证 明 定理 的 前 一 部 分 即 椎 论 1.11 的 一部分， 而 后 一 部 分 由 
{1) 即 得 . 口 

下 面 将 介绍 的 可 测 函 数 的 性 质 ， 也 可 以 认为 是 可 测 晴 数 的 另 
一 种 构造 性 质 ， 为 此 我 们 先 介 绍 一 个 困 数 形式 的 单调 类 定理 ， 它 
是 测度 论 的 -个 很 重要 的 工具 . 

7, 定义 设 太 是 定义 在 从 上 的 广义 实 秆 函数 类 ， 满足 条 件 : 
了 EL = ff erL. 

函数 族 工 称 为 上-- 系 ， 如 果 潢 足 : 

lyler: 

ID 工 中 有 限 个 函数 的 线性 组 全 (如 果 有 意义 ) 属于 荆 ; 

ID 若 feL.neN.0<f17,f 有 界 或 feLk, 则 feL. 

8. 定理 (函数 形式 的 单调 类 定理 ) 若 5~ 系 工 他 合 一 7- 系 C 
中 和 任 一 集 的 示 性 函数 ， 则 上 包含 一 切 阁 于 工 的 cf) 一 可 测 函 数 . 


证 明 令 


A:= {4cC0: 1 €L}. 


则 由 从- 一 70) 知 O&A. A 对 真 差 封闭 且 对 不 降 集 列 的 并 封闭 ， 国 
而 为 一 A- 系 ， 由 定理 假设 知 A 2 6. 为 r- 系 ， 所 以 由 集合 


测 站 妇 于 二 
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形式 的 单调 类 定理 知 A > ete), 因而 
{7a: AEo(e)} CCL. 
再 由 1 知 任何 vo(8)-- 简单 函数 属于 工 . 

证 了 为 区 下 cate)- 可 测 函 数 ， 则 由 定理 4(4) 各 存在 非 负 
不 降 zfel- 简 单 函 数列 f, 1 寺 于 是 由 ID 知 了 Er 若 了 EL 日 
rfe- 可 测 ， 则 由 的 定义 知 天 ,六 EL 及 非 负 qf) 可 测 ， 
于 是 由 前 知 1*,f- eK 而 f=f7 ~/f- 有 意义 夏目 IDJE 工 ， 
即 定 理 获 证 . 口 

定理 的 典型 用 法 如 下 : 要 起 证 明 某 -函数 族 下 具有 某 神 性 质 
40, 为 此 目的 引入 个 隆 数 族人 (满足 定义 ? 的 条 件 ), 使 : 

工 := {f : 函数 1 其 性 质 Ao} 
为 一 了 - 系 ， 再 引入 一 -个 +- 系 8, 使 上 中 的 ot6}-- 有 可 测 函数 类 包 
售 乒 ， 如 打 做 到 这 - 切 ， 那 么 根据 定理 8. 只 要 证 明 对 一 切 A & &. 
L E 工 就 髋 了， 这 个 方法 称 为 上- 系 方 法 ， 

下 面 我 们 度 用 过 一 系 方 法 来 证 是 儿 个 有 用 的 定理 . 

9. 定理 设 为 一 焦 合 (2.E) 为 可 测 空间 ， ff: RE, 
念 af 有 站 = 了 FE ( 它 是 曲 的 一 个 a- 代数 ), 则 > > 为 从 中 到 到 
的 ef 六 -可 测 郑 数 的 齐 分 必 要 杀 件 是 有 {B,£) 上 的 广义 实 值 可 测 
孙 数 g 存在， 使 得 w = 9 ./, 并 且 若 2- 有 限 (有 办) 则 可 取 g 有 
限 (相应 地 ， 有 界 }. 

证 明 如 果 w=gsf,9 必 (5.8) 到 { 的 可 测 函 数 ， 出 
定理 L10 知 gof 是 (0.olf)) 到 便 ,再 ) 的 可 出 喘 身 即 ”为 
Ff 一 可 测 函 数 ， 充 分 性 获 证 . 

往 证 条 件 的 必要 性 : 今 

cL:= {fh: nN 上 起， 
L:={g°f: gt€t}. 
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{为 书写 简单 起 见 ， 今 后 用 y ee 表示 9 为 £- 可 测 函 数 . ) 首 
先 证 明 : 工 是 上 - 系 ， 由 于 1= lpof, Ig& 8, 因 而 1eL. 再 
有 对 一 切 a € 及 , alg 5 了) = (ag) of, 知 工 对 数 习 封闭， 若 ghof， 
ga2o0fEL, 且 gof+ go0f 有意 人 六， 则 对 一 要 we 员 ， 

fl A:= {EE: ns)= —g{(2) = to0}. 


{否则 (gr 0 了 + g20 (2) = 四 (f(w)) 二 名 (fw)) 无 意义 1) 于 是 令 


9 := g++ Gadar, 


则 ge8 且 grof+ypof =gof. 因而 yof +9sof ELK. 故 了 DD 成 
立 ， 最 后 ， 蔡 pn EL.0 < pn 了 7 则 存在 gn E85, 使 pw= gnof， 
令 了 :二 supn gm 则 w=gof 且 ge8, 因 而 y & L,I 成立 大 
工 六 一 到- 系 . 

于 是 为 证 条 件 的 必要 性 ， 由 单调 类 定理 只 需 证 : 工 包含 olf) 
的 元 的 示 性 函数 . 若 Ce ol 放 . 则 存在 Be 8, 使 C= 了-1(B), 于 
是 易 风 Tp E2. 


Tor=ipof EL. 


故 必 要 性 获 证 . 

若 yw 有 限 , 日 w= go 六 则 Fo) Cc {lol < co 邻 丰 := 
9 :8al<esy 于 是 了 有 限 ，5e8 且 =5e 

车 存在 M < oo 使 |p! < M, 月 w= gof, 则 令 5:= gol(lg<my 
则 有 界 ， GEE, 有 w=Y0of. 

至 此 定理 证 毕 . 口 


10， 推论 = (所 .…. ,fi) 是 上 的 n 维 实 可 测 函 数 ， 则 
9 为 三 1 了)- 可 测 的 充 要 条 件 是 存在 (下 ", 甩 ") 上 的 可 测 函数 G， 
恒 对 一 ' 切 w Enm, 有 


8 = Cfo), fn(w)), 


EE 
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还 有 与 推论 10 相应 的 关于 随机 过 程 的 结论 , 我 们 就 不 再 在 此 
叙述 了 ， 

11. 定理 设 态 是 定义 在 下 ”上 的 实 函 数 类 ， 并 是 下” 上 所 
会 一 切 有 界 连续 函数 的 上 - 系 ， 则 工 包含 下 "上 一 切 Borel 可 测 
函数 ， 

证 明 令 

6 := {4 : 4 是 有 ”中 有 限 或 元 限 开 区 间 }， 

则 CE 是 #- 系 ， 且 cfe) = 五. 故 若 能 证 明 ; 对 一 切 4 € 6, Ta E 工 
则 由 定理 8 知 此 定理 获 证 - 

设 4 E 8 为 有 限 区 间 ， 则 可 设 

六 二 下 


其 中 Ok bk ER], Ok < by, 六 二 1,2.:-. -i 


For)= TD). = (rm) EER", feN, 
k=1 

其 中 
0， zk < Q 或 zk > bi, 
1, Og Tr Sb- £1, 
Eze Aap) dag < Zk Ta 二 et 
有 站 一 br < rk < bs. 
由 易 见 ftz) 基 丸 ”上 的 有 界 连 续 函 数 , 昌 当 oo 时 ，7 人 (xz) 1 
afzj,zE 牙 ， 故 出 定义 7(0IT) 知 PE 工 对 于 4 为 角 ” 中 的 无 
限 开 区 则 的 情况 ， 也 可 类 似 地 证 明 4 E 工 . 故 定理 获 证 ， 


(wg) 一 


习题 
1. 设 人 为 旦 的 -个 -~- 系 ， 开 为 中 上 的 函数 类 ， 日 满足 下 
列 条 件 ; | 
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1}1eT; 
2) FH 对 非 负 线性 组 合 持 六， 且 若 f.9 & XH, 有 界 ， f > g, 则 
gENH: 
3 若 吉 eHneN 了 0o<hh1T7 则 Fe Nr: 
4 Ho {a: 有 = 总. 
出 区 包含 一 切 非 外 ee- 可 测 后 数 . 
2. 设 /及 一 及 在 及 的 每 :点 可 冰 导 ， 试 证 其 导 函 数 Borel 
可 浏 . 
3. Cantor 集 应 = [0.1 Gn 


GU U4 


今 定 义 畏 数 :9.1; 忆 [0.1] 如 下 : 
re (Se + 了 ,去 {2! an_n3* 寺 习 ) 时 ， 
(zi := 去 (i (入 守 Eo 中 
于 是 了 在 Cn 工 有 定义 ， 且 存 Co 上 不 降 ， 其 次 ， 令 了 0) = 0. 而 
对 一 切 ze 和 {0}, 定义 
fir) := sup{f{t}: feEGo, 工区 3 
试 证 : 了 为 0,1; 上 的 不 降 连 续 函 数 ， 内 而 为 300,14] 一 可 测 . 
设 (五 .人 是 - 此 离 至 间 ， 试 证 : 

中 对 - 切 G CE 为 开 集 ， 令 所 :二 
0 < fn 了 Le: 

2) 设 荆 为 (B&B,9) 上 的 全 钵 实 值 函数 类 ， 工 为 5- 系 ， 且 工 2 
Cet 忆 ,及 ), ( 即 五 上 的 有 界 实 连续 纯 数 奖 )., 则 工 包含 3( 瑟 -可 测 


mdfz ,Ge 


Tna or) < 三 网 


人 
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第 五 章 积分 与 数学 期 望 
四 ， 积分 的 定义 


1， 在 概率 论 填 ， 湖 次 概 率 室 间 (2,3. 也) 上 的 岗 散 rr… 
设 天 申 有 限 或 可 数 个 值 {x6}. 且 PHUX = 了 = ET = 
本 或 1 ,NJ, 则 由 概率 论 知 苇 的 数学 期 望 (当下 述 级 数 满足 一 
定 条 件 时 ) 为 


{1) EX := pn- 
nil 
上 述 随机 变量 可 以 写成 放 二 了 ， nn 一 2 Tnd A 其 中 
A :一 七 一 zn}. 则 {1)} 即 次 
(2) EX= YenPlIX = ) = ro P(An). 


京 际 上 ， 当 于 取 有 限 个 了 可 数 个 ) 值 时 ， (2) 的 和 有 边 就 是 了- 简 
单 肖 数 (本 - 初等 男 数 ) 关 二 也 的 积分 ， 因 此 给 出 以 下 
2. 定义 设 (2, 于 .jp) 为 -一 测度 空间 ， 
1 若 耻 为 非 负 于 . 简单 活 数 ， 设 
了 一 YeTar. Tk EE 0. A 所 了 于 . .41. 四 .4 两 两 不 变 ， (J 和 Ak 一 2, 
二 1 


二 1 


叫 定 六 了 在 口上 对 1 的 积分 
上 f dr := zen04n]. 


Ek 二 1 
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2) 若 了 为 非 负 可 测 末 数 ， 则 定义 了 在 吕 上 对 的 积 
/ fax := sp{ hdi: Oghep, 4 为 了 一 简 单 函 数 }. 
2 并 
3 若 了 为 实 可 测 隐 数 ， 则 定义 了 在 如 上 对 的 积分 


fsa = fren f fa 


若 斤 了 + gx, hf- dp 部 是 +o, 则 称 了 在 上 对 上 的 积分 不 存 
在 . 若 jft dp f/f- dp 有 一 有 限 ， 则 称 了 在 上 对 4 的 积分 
存在 . 

4) 寿 了 为 复 可 测 函 数 、，f = 所 +ijo, 且 ofrdp. 上 k= 二 1,2, 存 
在 ， 则 定义 了 在 上 对 的 积分 


fra: f narif pan 


若 hfdp 有 限 ， 则 称 了 对 A 可 积 ， 

5) 当 为 概率 济 度 时 ， 则 称 了 在 全 上 对 的 积分 为 1 对 
的 (数学 ) 期 望 , 当 / 可 积 时 ， 则 称 数学 期 狙 有 限 , 当 [fdr 存 
在 时 ， 则 称 期 望 存在 (与 本 科教 科 书 的 规定 略 有 不 同 }. 

6) 若 记 EF 则 称 /JI dy 为 了 在 Ff 上 对 的 积分 . 

了 在 全 上 对 上 的 积分 常 简称 为 了 对 的 积分 { 当 积分 区 域 
全 不 致 混淆 时 ), 或 称 /的 积分 ( 当 2 不 混淆 时 ), 而 fi 了 dx 有 时 
与 成 Jo Flo) pladw), 或 简 记 作 J 了 fdp 或 六 了 对 概率 测度 
4 的 积分 常 记 作 Ef 或 EY. 

f 在 集合 F 上 的 积分 是 了 上 在 上 对 的 积分 的 简称 ( 当 
£ 不 致 混 清 时 )， 当 4 为 襟 率 测度 时 ， 则 [了 an 记 作 E(fIF) 或 
五 [六 天]. 

由 上 述 定义 可 以 看 出 还 贷 证 明 3- 简 单 函 数 的 积分 定义 的 合理 
性 (由 它 直 接 得 到 2)-4) 的 合理 性 ). 这 将 由 下 面 的 引 理 完成 . 
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3. 5| 理 设 站 是 (9.3.p) 上 的 非 负 了 - 简单 函数 ， 则 的 
定义 是 合理 的 ， 即 唯一 确定 ， 且 具有 下 列 性 质 : 


{1) fs 一 fi<fs 

(2) ‘20 一 fen=e fs 

(3) e(J) := 1 了 在 了 上 是 - 可 加 的 

因而 当 f 为 非 负 、 实 、 复 值 可 测 函 数 时 ， /的 定义 是 合理 的 


证 明 设 .di € FF, i = 1.2,...,.m, 两 两 不 交 且 UP; A; 一 人 2, 
B; EFT,7=1,2,... "， 两 两 不 变 且 (1B, = 中. 


f= ia 二 SIB,. 
i=1 jE1 


则 当 41n Bj 了 名 时， = 当 ANB; = 时， pAiM Bj) = 
于 是 


三 = - 

Tt 

Ce mB,) 
sr 

一 >》 2 Ha 站 B;) 

3=1 t=1 


让 


册 


故 定 义 2(1) 规定 的 J 7 与 的 表达 式 无 关 因而 定义 2(1) 合理 ， 
其 次 ， 为 证 {1), 设 


(4) 了 一 Yih, 9 一 》 yls, 
这 1 


j=1 
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则 和 和 上 上 面 证 明 类 似 ， 当 A NB; Ea 位 时 , Zi iy: 当 AMNMB; = 一 儿 
时 ， pA 个 B;) 二 0. 于 十 


Fr TL TAL 
广 = yaa NB)SY YY yalAs "B)= fs . 
IT 一 1 JJ 一 1 1=1 +=1 


(2) 由 
fen) = ee -4 )=e fi 


即 得 ， 基 由 fa 三 zana, 一 01ar 知 


Tre 


ef41 = A AANA). 


可 加 故 (3) pi C 
4. 引 | 理 设 Ag 为 韭 儿 可 测 册 数 ,和 且 g& 则 fogs ff. 


证 明 对 任何 满足 0 去 9g 的 了 9- 简单 函数 友 来 说 ， 必 有 
0 和 hf 因而 


spf 及 : 0 过 下 所 9 下 为 于 一 简单 辫 数 } 
拟 sunp{ & :0h 流 和 一 简单 函数 } 


这 就 是 所 要 证 的 0 
5. 定理 (单调 收敛 定 埋 ) 若 六 .ne NN, 是非 负 可 测 函 数列 ， 


且 廊 1A 则 
dim / “= ff 
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证 明 由 引 理 4 知 {ff 为 非 降 数列 ， 地 而 lim, .了 fs» 存在 
(可 能 是 +o0). i 记 作 a. 区 由 户 科 了 对 - 荐 nw& 双 成 立 ， 所 以 有 
a < 了 f. 往 证 : 


(1) <> f+ 


对 任意 满足 0 所 太志 了 的 了 - 简单 明 数 上 设 


AS + [oo ，， j= 1,2.... ,mm. 
j=1 
任 取 Ee (0, 1), KkEN, 令 
hk := Ses) Tt kia 
一 上 
:一 本 EO: peoplw) & fn(lw)}. 


当然 hn ] C 天 有 关 ， 当 CC) 大 给 定 ， NOC 时 ， {1 T 2. 由 


fn 之 万， 之 六 


fs > f hrre, = |/ ho.k. 
， nn 


由 引 理 3(3) 知 pg(4) = /hx 非 负 且 ao 一 可 加 ( 即 为 测度 ), 因而 
wp 下 连续 ， 从 而 令 n 一 oc 得 到 


及 引 理 4 知 


Tr 


a lin f ho = / hog = 》 ew)p( A) + kp(Ame1). 
全 全 
nT 1=1 


下 一 人 


再 令 上 一 一 一 ec 即 得 
rm 


乙 次 >》 TH 本 十 cc 了 43 = fs 


3=1 


由 定义 2.2) 知 人 ) 成 立 ， 故 定理 获 证 ， 


LJ 
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6. 推论 对 任何 以 非 负 了 -~ 可 测 函 数 了 为 极限 的 非 负 不 降 
了 一 简单 禾 狼 证 六 .mc 来 说 部 有 


sa fo= fr 
证 明 由 于 0< 1/ 所 以 出 定理 5 上 起 成立 


注 推论 6 实际 上 给 出 了 非 负 可 测 函 数 的 积分 的 另 一 定义 ， 
而 且 它 在 讨论 非 负 可 测 鹃 数 积分 所 性质 时 很 有 用 ， 


7， 定义 给 定 (Q. 了 ,pn). 设 有 一 与 w &€ 人 有 关 的 性 质 ? = 
{Ptw): weEnN). 冶 


{ww € :了 (w) 不 成 立 } 


是 4- 零 集 ， 则 称 了 了 对 几乎 一 切 w& 0 成立， 简 记 作 了 成 立 ， jg 
a.e.. 例如 , 设 f,g 都 是 人 Nn 到 团 的 狙 数 , 若 有 {ww En: fw) #9g(w)} 
是 一 jy 一 零 集 ， 则 称 了 与 9 几乎 处 处 相等 ， 简 记 作 f = g, pae.; 
若 {wr 0: fw) & 9(w)} 尾 -4- 零 集 ， 则 条 了 几乎 处 处 大于 
g; 简 记 作 f > 多 -a.e.. 及 如 ， 营 :和 六 户 及 ,有 征 Ar 为 一 yy- 零 
集 ， 则 称 f 为 几乎 处 处 有 定义 ， 简 记 作 f pn-a.e. 有 定义 . 

当 A 不致 混 清 时 ， 全 -ae” 简 记 作 “ae 

当 4 为 概率 测度 时 ， 常 称 “ 几 乎 处 姓 ” 为 “几乎 必然 ", 简 记 
作 “a.s.”， 

8, 引 理 给 定 (3 由 ,各 f,g 都 是 了 可 测 峭 数 ， 臣 f= 
g, A—a.e,, NM ff = fg. 
证 明 关 为 由 定义 7,N := {ww :fw) 关 5g(w)} 是 一 jp- 零 集 ， 


上 且 Ne 所 以 p(N) = 0, 合 而 fiw = glwc, 若 f= 了 pi wrlAas; 
9 二 e219s, 为 非 负 了 - 简单 涡 数 ， 则 在 jlAk mBe) 关 0 时 ， 
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zk 二 Wy) 从 而 
Tr i 
fran= DD slaen Bo) 
k=1 i=1 
PT EE 


TEL TL 


= YY yalArn B0= f ga 


w=1 = 1 
再 门 加 世人 0 


车 fg 为 非 负 5 一 可 测 函 数 ， 则 存在 了 - 简单 函数 列 {f}. 
fgn}; 使 0O< 所 ?Tf,0< gn1g. 于 是 
0 gn -一 Te 一 gnlm 1 上 Ne 十 9 一 由 
县 可 为- 简单 函数 ， fr = ae 胡 


f 1= 2m f= lim .= fs 
na oo 


车 fg 为 实 可 测 国 数 ， f= 9 aLe.， 则 必 有 /= gt ae. 因而 


Jr ff 


若 fg 为 复 可 测 国 数 ， f 一 上 8 设 了 一 万 十 1 户 ， 引 一 91 十 102， 
则 必 有 让 = ac 一 1 2 于 是 


fri= fs i = 1.2. 网 而 /7 = fs 


9， 定 义 若 fa.e. 可 测 ( 即 存在 可 测 虹 数 六 使 得 了 = 六 
ae.j[( 或 ae. 有 定义 ) 了 = 9 ae 9 可 测 ， 9 存在 ， 则 定义 


J sar= fa 


10. 注 若 将 本 节 中 的 所 有 可 测 函 数 改 为 a.e. 可 测 ， 则 本 节 
中 所 有 关于 积分 的 结论 止 确 (为 什么 ?) 

以 后 讨论 积分 时 ， 当 出 现 的 函数 是 we 可 测 时 ， 所 有 结论 正 
确 . 
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习题 

1 挫 各 起 们 本 于 宣 各 积分 的 习 : 囊 定 区: 

中 按 衣 定 二 站 1 全 芝 二 仙 简 草 蚌 数 风 积 仿 . 证 明定 义 的 合理 
性 : 

2) 证 咀 非 员 简 单 呈 党 的 积 公 只 有 性 瓜 : 车 fg 加 ff 
fn: 

3) 如 下 定义 非 员 串 调 蚌 数 的 积分 : 蔡 下 话 负 可 泗 ， {有 } 为 
简单 子 数 位 ， 满 是 0 < 六 下 FF 则 今 fF = jim Fn: 

4) 证 明定 义 3 引 的 合理 们 :: 

5) 证 明 单 调 收 履 屿 理 . 

2. 证 明 注 10. 


2 积分 时 性 质 
1. 引 理 给 定 {人 0, 了 .由 于 -- 可 测 函 数 对 4 的 积分 具有 下 
列 的 线性 性 质 ; 
) 上 若 了 f, fg 仓 在 Hf 了 +Jg 有 意义 ， 则 了 +9 ae， 有 定 
义 ，a.e. 可 渭 ， J{f 一 9} 存在 及 


fro frp 


2) 苦 了 7 存在 则 对 -一 切 4e 了 ff 存 帮 . 且 当 4NnB= 人 @ 
Bf f= ff 
3) 若 * 为 有 限 复 数 、 ， 为 实 丽 数 旦 了 7 存在 或 为 可 积 复 盟 


数 、 则 
fin=e fr 


4) = 了 其 中 三 表示 复数 > 的 共 斩 . 
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证 明 1) 的 证 时 按照 积分 的 定义 , 依次 由 简单 捕 形 到 一 般 傅 
形 验 证 1). 
设 f.g 为 非 负 了 - 简单 旺 数 


Ua sia 


mi 


f+o -YS he 了.4 -Be 


t=] f= 二 1 


Te 


fi +0= DD sda r 


k=1 = 


rm Tm 


(1) -Da Ag Mm Be) + 2 ArNM Bi) 
-1 一 一 1 


-1 


其 次 ， 设 fg 为 下 外 了 可 测 函 数 ， 则 出 定理 4.2.4 知 存 在 
fn gn, n EN, 都 是 了 -简单 函数 ，0 < fT 了 0 gn 1 g, 因而 
Ogfnt+gn? f+i+a. 由 推论 1.6 太 半 ) 知 


fi fo= nm f ft i fo 
(2) = tm (f+ fs) 
= lm fo = fu) 
第 三 ， 设 fg 为 实 可 浏 函 数 ， 由 假设 知 


[perf (ff) 
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有 意义 ， 因 而 广 十 J 97 与 jf 二 19 人 至少 有 一 个 有 限 ， 设 
(3) fr fe < 

由 于 非 负 可 测 函数 的 积分 若 有 限 ， 则 必 有 x({ 作 = cojj = 0 ( 即 
几乎 处 处 有 限 ， 记 作 ae 有限 ) 将 则 令 = 14;_。j. 则 由 定 
义 122) 知 /ff2>1h=o0'nl{f = soh = oo. 序 盾 . 所 以 1,9- 
ae. 有 限 、 因 而 了 +g ae. 有 宦 义 ， 又 有 
(4) (f+9) =[-{f+o)voO (Avo + -go =f +g ,ae. 
于 是 (f 十 ga.e, 有限， a.e. 可 测 ， 因 此 ， 册 

(f+g -f+9) =f+g={(f -f+(lot -yg ). a.e.、 
即 得 
(3) + + +g =(f+0 + + ae., 


再 由 (2) 得 


fir + fi + = fret+ + 六 + fs 


而 由 (33) 知 1(f 十 9) < oo. 故 得 


(7) fi+ fs= fr 


同 法 可 证 : 当 了 广 十 97 有 限时 ， (7) 仍然 成 立 ， 

对 于 f. 9 为 复 函 数 的 情形 ， 应 用 实 函 数 的 结论 分 实 部 ， 虚 部 
讨论 即 可 得 出 结论 

2) 的 证 明 了 存在, 就 有 了 f+, f” 有 一 有 限 , 设 了 广 < ec: 
则 太一 ，FPs) 都 有 限 ， 因 而 ， 太古 
Je) 存在 于 是 由 由 及 AnmB= 人 6 知 


f+ f= frr fra= fiat Hs) 
= /fa= ff 
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3) 的 证 明 ; 先 考虑 c > 0 情形. 当 了 为 非 负 了 - 简单 咀 数 时 


(8) fen=e fs 


即 引 理 1.3 欧 (2) 式 .车 非 贡 了 3 一 可 测 时 ef 亦 然 . 取 0 < fF 1 
所 为 于 简单 函数 ， 则 0 < cf 1 ef, 于 是 由 推论 1.6 若 


fp im ft = me ft =e fs 
当 7 为 实 可 测 函 数目 了 存在 时 ， 则 有 
efr=ef re fr = er- fe 
= fet- ft = ff 


故 当 e30, 了 为 了 存在 的 实 函 数 时 1 太 ef 存在 ， (8) 成 立 . 
当 ca 时 ， 为 实 函 数 且 了 了 存在 时 ， 


vu, = el 十 iceo, 了 为 积分 存在 的 实 函 数 时 ， 
fra frria fs 

= /lants fesn) 

= fla tie)s = /en 


设 了 为 复 函 数量 可 积 ，“ 为 复数 ,i 


f= +ifs, c= el + ico, 
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则 也 .了 广 都 有 限 、 央 此 由 (8).(7) 立 得 : 
fi=r( fa £) 
= (a fa-a ft) tilo {Ere {7) 


一 /ea — cafolrt /ea 十 cz 三 ) 
一 ea — cf ilef t+ efi)| = fr 
4) 的 证 明 设 了 = 不 上 + 疡 , 则 由 得 清 数 积 分 的 定义 知 


f= fi rt fA 
= fr-ife= fir fs= fr 


2, 推论 车厂 P fg 征 在 ，a,28 为 有 限 复数 , 县 a f+bjg 
有 意义 ， 则 f(af + 59) 存在 ， 日 


fas ro =e fi+ofs 
证 明 由 a f+&8/g 有 意义 知 a f,581g 有 意义 ， 因 击 ， 由 
引 | 理 1 的 4 及 3) 即 得 结论 . 己 
3, 引 理 给 定 {RQ.F.j, 则 于 可 测 函 数 的 积分 有 下 列 序 性 
质 : 
1) 若 1,9 为 实 函 数 ，】 六 19 存在 ， 和 在 了 > 9 ae 刚 


1) /> 人 vAES; 


友之， 着 4 为 ~- 有 限 测 度 ， 则 逆 命 题 成 立 ; 
2) 若 [了 存在 则 | [ff 
3 了 0, 则 /了 =0 的 充 楼 条件 是 了 =0ae.. 
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证 明 1) 由 引 理 1.8 知 只 须 证 f 2 9 的 情形 . 
当 fg 韭 信 时 ， 由 引 理 1.4 及 fIa 之 gls 外 (1) 或 立 当下 . 
9 为 实 可 测 末 稀 上 时， 由 了 2 和 靖宇 由 ,六 入 9 ,因而 


hh /se vAEF. 
故 
/> vAEF, 


反之 ， 蔡 上 为 o~- 有 有限. 有 旦 对 一 切 4 EF ffdi2 gdh 
往 证 上 > gaoe 即 jp({f < 9}) = 如 车 不 然 ， 令 
Aw 一 二 < 站 a,6 为 有 理 数 ， Ha < 六 


则 
{f<0= UU A 
a 男 笛 里 数 
因而 存在 a.6 为 有 理 数 ，a < 8 使 WAob) > 0. 车 所 4ob) < oo， 
则 


/ fa f fa. & QU < dulAag) <| 4. 
A 


A 
这 与 前 提 矛 盾 . 若 x( A446) = x, 则 由 上 5 为 co-- 有 限 知 存在 9% & 
nm E 下, 两 两 不 交 ， Un = 0. p(w) < cc， 因而 存在 m, 使 
0 < pA 人 NNm) < ,于 是 


/ f < aptA Nn Qn) < bp A nf) < / 9 
A 人 rm 


bm 
同样 与 前 提 子 盾 . 故 1) 获 证 . 
2) 当 了 为 实 函 数 时 ， 


Jr 
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当 f 为 复 函 数 时 ， 车 | 了 | = oc. 不 等 式 自然 成 立 , 车 【|f| < 
ce, 设 了 二 所 十 if. 则 由 上 面 已 经 证 明 的 事实 知 也 .i = 1,2 有 
限 ， 因 而 /7 有 限 ， 于 是 可 设 
fs=re", r,t 蕊 民 . 因而 "= | | 
再 设 fw) = pfojent 其 中 pl) = aoi alw) 为 flw) 的 幅 
前 ( 当 ptiww)=0 取 at = 人. 则 易 江 pl) of.) 均 为 了 可 测 
一 数 ， 于 是 


fa = fee" = fee 
= f oeoslo - 1 (因为 pe? 一 aR) 
交 


1， -fa 
故 2) 获 证 . 
3) 由 引 理 1.8, 知 了 =0ae、 = 人 /fdx=0. 反 之, 着 1 20 
ae. 且 了 = 0 则 必 有 f= 0 ae.， 否则 4({f > 0)) > 0, 而 由 
{f > 0} = 21{f > 上} 及 4 的 下 连续 性 
> = (> 1) 
因而 存在 ne 区 使 pt{f > 二) > 0. 于 是 
fz ann -ar({f> a) >° 
与 假设 矛盾 ， 故 3) 获 证 ， 央 而 引 理 证 毕 ， 口 . 
现在 来 讨论 积分 的 可 积 性 笑 . 


4, 引 理 给 定 (9, 内 , 则 于 可 测 菌 数 具有 下 列 可 积 性 质 : 
ty f 可 积 的 充 要 条 件 是 了 a.e. 可 测 且 fi < co, 当 了 :可 积 
时 ， 了 ae, 有 限 ; 
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2) 若 | 有 | < 9,9 可 积 ， 了 可 测 ， 则 了 可 积 ; 

3) 车 f,g 可 积 ， 则 f +g 可 积 ， 

证 明 1) 设 了 = 访 + 证 =( 由 一 谨 )+ 才 皇 - 方 ) 车 可 
测 ， #1 < oo 则 天 ,i =1,2, 都 可 测 ， 且 f < |f|, 因而 由 引 理 
3 知 了 庆 <eci=12 故 了 有限， 即 六 可 积 ， 

若 了 可 积 ， 则 ae. 可 测 ， 三 F 有限， 因而 fj, i = 1,2， 
都 有 限 ， 而 


if| s+ | = (站 Ti)+ (说 二 2). 
故 由 引 理 3.1) 及 引 理 1.1) 知 


fans fir ffir fet fs < oo. 
此 外 ， 当 可 积 时 ， HI < oe, 干 是 
“pfl= = fw < {< 


版 pt{ifi = co) = 0, 即 a.e. 有 限 . 


2) 由 了 可 测 知 | 可 测 , 于 是 由 引 理 3.1) 知 ff < fog<c. 
改 由 1) 知 f 可 积 ， 


3) 当 六 9 可 积 时 ， 由 1) 知 f, 9g 都 可 测 且 &.E. 有 限 ， 因而 
了 +9ae' 9] 测 ， 且 |f+g| 1fi 二 |gl. 而 由 1 知 : 


jrj < oo， 
故 |f| 十 1g| 可 积 ， 因 而 由 2) fg 可 积 ， 沿 


5,， 引 理 (Schwarz 不 等 式 ).， 给 定 (0, 了 ,fg 于 ae。 可 
测 ， 风 (ffgD)? < 12. |g?. 
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证 明 若 /=0ae 或 g 二 0 a.e.. 出 个 是 显然 成 立 ， 于 是 不 
妨 疫 了 fF > 0 了 gl > 0 此 时 若 六 7P = xe. 或 19]* = x, 则 命 
题 也 显然 成 并 ， 故 只 需 者 察 0 < 了 2. 了 9 < 的 情形 ， 出 

Da fel + vlogl) == (] 7 一 :(/ ja + (/ 加 中 可 
对 所 有 zy E 下 成 芝 ， 如 得 


(je < 人 5 


习题 

1， 设 jaw 是 可 测 空 间 19. 于 上 的 测度 ， eas 是 两 个 非 
负 有 限 数 ， = at 十 azpz. 试 证 : 基 玫 对 pp,p3 的 积分 存 症 是 
or fda + azj ra 在 喜 义 ， 则 了 二 的 积分 也 齐 在 ， 用 

广 - 

| 一] f rw ros /ra 

2. {积分 中 值 定理 } 设 f.g 是 测度 空间 (0, 了 .pj) 上 的 可 测 孙 
数 ，g 对 可 积 ， -co < a 人 了 二 ,ae., 则 存在 一 个 常数 


Cc 所 [a, 9， 使 
f dy 二 re dn 
人 | 了 | | i 


特别 ， 若 px 有 限 ， 刚 fdp = er) 

3, 设 f,9 是 (0.F.p) 上 上 取 有 限 值 的 宁 简单 函数 ， 若 f.y 之 
一 对 可 积 ， 则 fg 也 可 积 ， 

4 设 f 是 (8,F,p) 上 的 可 积 函 数 ， 则 对 每 一 正 数 e， pl{w : 
[ft )| oe}) < ce. 

5, 设 QR 是 全 体 正 整数 组 成 的 空间 ，F 是 9 的 一 切 子 集 作成 
的 ec- 代数 ， 对 于 4A E 了 .Ad = 中 点 的 个 数 ， 则 (9,F ,是 
一 个 测度 空间 ， 称 此 & 为 计数 测度 ， 讨 论 此 空间 上 的 落 数 的 积 
存在 的 充分 与 必要 条 件 . 


3， 期 区 的 几 吓 若 L-S 积分 表示 13] 


6. 设 9 是 人 ,3) 上 的 可 出 函数 ， 了 (3) 表示 了 上 的 一 切 概 
率 测 度 的 灌 ， 此 对 一 急 v € Si = fgdv, 则 fw) = gtw), 
| 一切 全 和 成 立 . 


83， 期 盟 的 性 质 及 1L-3 积 分 表示 


在 前 而 已 经 定义 概率 空间 (Q2, 于 ,PY 上 的 实 值 (或 复生 ) 可 测 
函数 为 随机 变量 fr.v 而 随机 次 甚 对 P 的 积分 就 是 亡 的 数学 期 
望 . 这 样 就 可 以 将 概 准 论 严 格 地 建立 在 测度 沦 的 基础 上 . 这 一 5 将 
给 出 随机 变 基 的 期 望 , 方差 的 初等 性 质 的 证 明 , 给 出 随机 访 证 的 国 
数 的 概率 分 布 及 其 期 望 的 L-S 积分 表示 ， 作 为 数学 CL， 将 介绍 
独立 种 件 类 扩张 定理 及 积分 变换 定理 . 


1. 3| 理 给 定 慨 率 空 间 人 0. 宁 P) 设 丽 ,，…,X， 其 上 的 

Lv Ck = 1 为 有 限 常数 ( 实 或 复数 ). 昔 Di c EX 
有 意义 ， 则 Ey CAN] 存在 ， 上 且 
E| Dox = cEX,. 


=1 并 一 工 
此 定理 由 的 积分 的 线性 忻 质 立即 得 到 ， 
为 了 讨论 期 望 的 乘法 性 质 ， 我 们 引进 概率 论 中 的 - -个 基本 窒 
念 - 随机 变量 独立 的 概念 - 
2 定 久 设 总 是 (于 P) 上 的 malfs 台 ) 维 实 rr， ,= 
1,-… ,nm 若 对 一 切 zi EeE 珊 “. 有 


{1) P(A {Xs < ze] ) = He & ZE), 


则 和 1 ;i 独立 ， 
设 Xk 二 XiXY 是 tk 维和 昌 T7 ,二 12,.… ,nn, 如 果 
{ 全 1 有 (XA A) 独立 ， 则 称 且 1， ， 及 员 独立 . 
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3.。 定理 (独立 事件 类 的 扩张 定理 ) (0, 了 ,P) 为 概率 空间 ， 
Ck CF 为 5- 系 ，0 eR 二 1.2,… ,mn, 且 对 -- 切 4k € Cr, 
k=1.2.....n, 有 


(1) P(N 4)= 1 Pa 
则 人 对 一 切 A & coler) ,二 1,2,… ,nn, 成 立 . 
证 明 1) 对 -- 给 定 的 Le NN[l.n], 令 
= {Ac Ea{d): YY Ar EC EF QD 成立} 
显然 有 ee C Ac C olB2), 今 往 证 Az 为 于 中 的 A- 系 ， 由 假设 知 
Eee 若 4 昌 EA4DB 则 对 一 切 4 € Br, 站 由 Bs 的 


= [[P(4sP(4 -I P(AN}P(B) 
2 人 
= [P(A0P(A" B). 
中 
若 Ay 对 真 差 封闭， 其 次 设 4 & Me, mE N, 4 1 Aelm — o0). 
则 由 P 的 下 连续 性 及 A 的 定义 ， 
P(A 4 = ,lm P(( 0 Ax) NN Ao,) 


= lm PANP(As,)= [I P(A#). 
™ E21 _ k=1 
大 
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故 A 对 不 降 集 列 的 并 封闭 , 因而 A 是 一 和 -~ 系 . 故 由 定理 3.1.15 
知 Ar 2 etce 因而 A = olEr, 即将 假设 中 的 性 一 Be 可 以 换 成 
zfeej, (1) 式 仍 然 成 芯 ， 

分 由 1) 知 先 将 假设 中 的 ©1 换 成 re {1) 成立， 是 于 me 
afel) 是 仍 为 r- 系 ， 所 以 afel)， Es, ,en 仍然 满足 定理 的 假 
设 ， 于 是 再 应 用 1) 将 ca 换 成 rfea) 后 ， (1) 式 仍然 成 立 ， 依 
次 多 次 应 用 (1), 经 过 n 次 则 得 证 : 1) 式 对 一 切 A o£)， 
大 二 1,2,-… ,np 成立. 口 


4, 定理 1) 若 了 是 (于 P) 上 的 mle NI) 维 实 :vv. 上 = 
1 2 - 3 名 Xl, ;i 独立 ， 则 对 :一 栽 B, E B™e, FC— .1t. 


P(N {x < Br}) = I P({ Xk € Be}). 


因而 若 六 : 及” 一 及 {或 C™) 是 Borel 可 测 函 数 ， 则 疡 :ah)， 
二 1,2,.… 92; 独立 . 

2 着 Ee 二 XI 二 2XY 是 mk 维 复 rr) 大 二 12 RR 
Mn 独立， Ce me (或 民 %) Borel 可 测 函数 ， 
则 所 (XR), 上 二 1,2,-… 独 东 ， 


证 明 令 
ex :一 {{Xk Et(—00, we]}: zx € RR™*} US， k= 1,2,.. ,nn 


则 由 天 , 玉 s 独立 的 定义 郑 Bx, 下 二 1.2,… ,nn, 满足 定理 :的 
条 件 ， 而 of&x) = XBm™) = {{Xr € Bir}: Be € Bmr}, tr 1) 
获 证 . 

对 一 切 Bs € 3B2m ,二 1.2.… ,n, 由 慨 设 有 


pC A 0 en) = IIzt ( XE) E Be}). 
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因而 ， 苦 令 
r 


Br rE RM 1 
则 9 竺 2m 个 实 变 基 的 B32"* 可 测 函 数 ( 实 或 复 值 ), 且 容 易 看 
出 ga( XK) = X= 1.2..….n, 独立 口 

5， 定理 设 各 ,XX 为 独立 ( 实 或 复 ) rw. , 且 EBX: 有 
限 ， 飞 二 11,2.….n, 则 


{1} EX = I Ex. 
二 1 
证 明 只 需 证 x = 2 的 情形 ， 对 一 般 情 形 不 准 用 数学 归纳 法 
推出 . 
1 谱 £7 是 独立 的 非 负 可 测 简 单 函 数 ( 即 非 负 的 只 到 有 限 个 
值 的 随机 变革 ): 
€= Yala,. n= brlp,. 
了 一 k=1 
这 时 ， 
En 一 >» > ajbeTa, TB;. 
了 二 1 点 一 1 
由 于 3 独立 ，P(t4 Be) = Pi)P(Bn) 及 6, 非 负 可 测 ， 因 
而 数学 期 望 EEn, Et, En 存在 ， 于 是 利用 非 旬 HJ 测 简 单 函 数 积 分 
的 定义 
Et 一 SY aybrP(A) 请 B;) 


了 二 工 此 二 1 


Te 1 


=》 abeP(A)P(B:) 


了 一 工大 一 1 


= Et . En. 
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2) 设 是 独立 的 非 负 rv.，, 令 


; ;1 
2 we {2 ce<itl), 
2 2n 2 
nt) = j= nan 1 
[LE ww 所 贡 an 一 长 区 4}， 


Ww Be {<< 二， 


k= 人 0,1,.-- na 1, 
n, wwE Brar = {nn}. 
因为 € 与 ny 独立 ， 所 以 由 定理 4 知事 件 类 {40.41， 四 , Anan} 与 
{Bo, B1,… ,Ba 独立 ， 注意 到 ,mh 是 离散 型 x.v. ,利用 独立 
类 扩张 定理 若 和 mm 独立 ， 此 外 ， 显 然 有 0 T5071. 
因而 0 < énm Te 利用 1) 及 单调 收 你 定理 有 
Eén =: Linn Egé,,m, = lim Et En, = Eé : En. 


显然 ， 如 果 Et, En 有 限 ， 则 Etw 有 限 . 

3) 设 &,n 是 两 个 独立 的 实 rr. 用 数 学 期 望 有 限 ， 由 于 &， 
独立 ， 恨 据 独立 类 扩张 定理 ，({E+.&7 ,8 与 (99 有 9 独立 . 
间 时 由 于 了 BE, Bw 有 限 ， 国 而 .|x 可 积 ， 出 2) 知 Bltn| 有 限 . 
现在 往 下 EEn = Bt. Em. 注意 到 (8&1 ,67) 与 .9-) 的 独立 性 ， 
利用 2) 及 可 加 性 有 

Eén = 了 (一 后) 一 全) 
一 也 6 一 了 6 BE 十 了 
= E+En! — BETTE — Ef Ent + Et En- 
一 (了 BE” 一 BE ED ~- En”) 
= Eé. Ex. 

4) 最 后 设 二, 9 是 两 个 独立 的 复 rr ,已 知 它们 分 别 有 有 限 的 

数学 期 组 ， 仿 3) 可 推出 | 纯 | 可 积 ， 设 上 = 和 十 论 ,二 信 十 ia， 
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其 中 后, 如, 六, 碍 是 实 r.v.. 根据 复 rw. 独 并 性 的 定义 ，(&1, 2) 
(92) 独立 ， 且 它们 的 数学 期 望都 有 限 ， 于 是 仿 3) 得 到 
站 6 = Elé + ig2) {nh 一 让 3) 

= Etéim 十 iEdm + iEé2m — Et2m 

= Et Em + iEé Pn + Ris Em ~ Eé2Erna 

= (EBEé1 + iEé2)( En + iEm) 

= Ee. En. 口 

6. 定理 设 六 …. ,Xn 为 独立 的 ( 实 或 复 ) rw ,日 到 不 
有 限 ， = 1,2,-….n, 称 
DX := EX EX 


为 Xk 的 方差 ， 则 
(1) DX: = EXiel ~ |EXk|’, 
(2) D( Dx,) = >》 DR 
点 一 了 是 一 荆 
证 明 由 Schwarz 不 等 式 知 Xl,'…. ,下 有 有 限 的 数学 期 望 ， 

出 积分 性 质 易 证 第 -个 结论 . 利用 引 理 1, XX +…+Xs 有 有 限 的 
数学 期 望 日 

ElXI + 二 Xn) = ER + TEX,. 
由 此 ， 有 

[Xi + Kn) ECX + + )| 

= [(X1 — EX)+ .+ (X, — EX,)| 

[EXD + .+ (Xn BEX) 
= |Xi — EX + + | — EX,l 


十 》 (Xi — EX)(X! — EX;). 
本 可 
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由 于 万 与 庆 (i 关 刘 独 和 ， 因 而 ;一 BX; 与 攻 ; 一 了 EX; 独立 日 
有 有 有限 的 数学 期 轧 ， 于 是 当 1 关 i 时 ， 


E(X; 一 EXi)(X, — EX;) = E(X; — EXN)E(X; — EX;) = 0. 
从 而 得 到 
El(Xi 十 :十 真一 也 (和 + + Xa) 
= ElX! — EX + + ElX, — EX,|:. ODO 


7. 定 闵 设 下 为 实 rv.，, 则 称 fxlt) := BeiX, + € 区 
为 三 的 特征 函数 若 和 = {入 ,Xn) 为 n 维 实 rv.， 则 称 
fx(t) = Ee'ttX1; t € "为 X 的 特征 函数 ， 其 中 = (t1,… .tn). 
(7) 二 DR tevh (有 即 世 x 的 内 积 ). 

因为 对 给 定 的 1 € Rn" ew z 有 R", 是 z 的 连续 函数 ， 几 而 
是 Borel 函数 日 有 界 ， 所 以 fx lt) 是 存在 的 . 


8. 引 理 若 关 (1…. ,下 "是 独立 的 % 维 实 rw 则 对 一 切 
tt) ER" 1,2,-...,m, 防 二 (XH),... ,Xm)) 的 特征 函数 


(11 了 vt) 一 Tt t 一 人 和， ,六 可 mm， 
二 1 
证 明 由 定理 4 知 eta ait ao) 是 独立 复 rv.， 
所 以 由 特征 落 数 的 定义 及 定理 5 知 {1) 式 成 立 . 


9. 定义 设 了 上 是 (n.3) 到 {8,8) 上 上 的 可 测 上 映射 ， 岂 是 于 上 
的 测度 ， 定 义 


(1) pr(B) := uf (B), YBeE, 
加 由 定理 4.1.7 的 证 明 广 法 知 Ar 是 & 上 的 测度 ， (1) 有 时 记 作 
(2) 1 一 ee 扩 -1 


称 为 & 在 (B,E6) 上 由 了 导出 的 测度 . 
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车 (E.5) = (如 ,BY), 则 wy = of-! 称 为 n 维 可 测 函 数 了 
的 分 布 . 

若 & 是 概 康 ，(E,2) = ( 3 小 则 /= (六 ) 是 二 维 
实 rr Ar=Aherf 1 镶 是 nn 维 rr 的 概率 分 布 . 

10. 定理 (积分 变换 定理 ) 设 了 是 (0,F,p) 到 (EE,8) 上 的 可 
测 映射 ， 8 是 tE,2) 上 的 可 测 国 数 ， 由 


(1} / (go fdp = f gar, vBee. 
ft1{B) B 


上 式 的 意义 是 : 如 等 式 的 一 边 存在 、 则 另 一 边 存 在 ， 而 且 两 
者 由 等 . 


证 明 首先 令 9 = 了 .天 EE, 则 


rn 及 =MCBn) 


= n= ,TFN) Ale) 


fF-IiBI 


即 0) 对 了 成 沁 , 因而 由 积分 的 线性 性 质 知 (1) 式 当 了 为 非 负 & 一 
简单 郴 数 时 成 立 ， 符 9 为 韭 负 8 可 测 函 数 ， 则 存在 {9 : meE NS} 
为 非 负 2- 简单 函数 序列 .日 0 < gg,19. 于 是 {gncf: neN} 
为 瞪 负 了 - 简单 函数 列 ， 日 0 < gsof 了 Tgof. 因此 由 单调 收 化 定 
理 的 推论 知 (1) 二 对 非 负 革 可 测 苯 数 成 立 , 

若 9 为 实 E 可 测 函 数 、 则 


(2) / gr efar= / gt dpr, vB et, 
f-1(8) J 


(3) fs ofan= gd vBee 
了 1) B 


而 gef= 


{2) Filais. ,wil) 
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lgc 有). 故 Jsyduf 在 在 等 价 于 (2). (3) 的 右边 有 一 
有 限 ， 因 而 也 等 价 于 (2). (3) 的 东边 有 一 有 限 ， 即 /pygef dp 
存在 ， 再 由 (2). (3) 及 积分 定义 知 (1) 对 实 什 & 可 测 函 数 成 立 ， 
对 于 复 什 & 可 测 谓 数 可 对 其 实 部 与 虚 部 分 别 应 用 实 值 8 可 测 函 
数 的 结果 县 得 (1) 式 成 立 。 同 


11, 宗 义 设 误 为 (R&R.B") (或 (了 3 Br 是 B+ 关于 4 的 
完全 化 } 上 的 测度 , 日 在 二 界 集 上 的 值 有 限 ， 称 上 4 为 -3{ Lebesgue 
-tieltjes) 测度 ; 下 (x), ze 玉 "” 是 与 对 应 的 分 布 函 数 ( 即 定义 在 
及 "上 的 有 限 值 函数 ， 量 满足: (1) Aps 让 0.abe Rogb; 


ApaF): i 是 BP" 


LS 蝴 ! 分 ， 


记 作 


对 租 一 于 标 灾 二 都 是 右 连 续 的 : {3) x{{a,8]) = 
(或 3) 可 测 函 数 ， 则 称 对 p {或 下) 的 积分 为 


上 tf 六 ndz1 .drn) 


在 Pe 人 B"* 


或 = fo fr Wu) dF (a, An) 


二 对 下 的 积分 记 放 


ff = 了 Flr) Rete】 


=/ ff ， nj dF tr Xn}. 


在 区 间 (&; 训 工 计 的 和 分 记 作 


fo En 
太太 ae 
【ax 1 EE 


其 中 a = (es… 


,An), 6 = {bi, 0 , br). 
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若 认 为 n 维 L 测度 ， 则 分 别 记 为 : 


= 广 je n) 1 dp. 
fi- 7 

B 
fs fe fed dd 


下 面 我 们 来 介绍 积分 变换 定理 对 计算 r.v. 的 期 望 及 rv. 画 
数 的 期 望 的 应 用 


12. 定理 设 革 = (XX,… .Xn 是 (QF,P) 上 的 1 维 实 rv.， 
下 是 它 的 概率 分 布 函数 ， 则 
1) 对 一 切 BeB"* 


(1) Px eB= ff ar m=/ dP x. 
B 


2) 车 gx :R" 性 民 为 B7 可 测 函 数 ，Yh := gr(XX) = 
gr(XL 2 的 分 布 印 数 


Fy{th, i, yim) 三 / dP x 
Cy 


(2) = {far En Y= a € RY 
全 


其 中 
Cy :二 (zt Te): GliPIs ee Tn) Gk k=1,2,...,m}. 


证 明 《可 下 积分 变换 定理 得 到 ， 但 下面 的 叙述 更 直观 . ) 
因为 P(X € B) = P(X-1(B)) = Px{B), 由 此 即 得 1 只 禹 
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Fylys ee ym) = PIUY & th ,Ym & Yn)) 
= Pl{gr(X1 Nn) EY R=1,2,..,m}) 
= P(X € Gy), 
即 得 2). 


下 面 是 r.v. 的 函数 的 数学 期 望 的 L-3 积分 表示 . 


13, 定理 设 让 一 (XL1,: “0 ,大 是 -EE {0Q,F,P) 上 的 LE 维 实 Tv., 
其 分 布 函数 为 Fx, 又 9 为 8" ( 实 或 复 ) 可 测 烟 数 ， 则 


(人 pax) = foxadp= gdPyx 


=- Tl Rn) F(R nm) 


对 于 文 的 特征 函数 .的 = 忆 le:2t=1 史 Xt], 有 
fxlt) = /- eT tae gy (p1,. ao 


(2) 
- 人 ap 1 人 tn) ER 
站 下 
证 明 由 积分 变换 定理 及 定义 11 立 得 . 
14. 注 1) 对 于 一 个 随机 变量 来 说 ， 它 的 L-S 积分 可 以 有 很 
多 种 ， 例 如 拿 定 理 13 中 的 第 -个 分 量 于 来 说 ， 如 果 令 


则 由 (13.1) 得 
(1) EX = /fa G (21,.…: , Pn). 
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如 果 令 定理 13 的 mn=1 瑟 = 和 go=zzER 则 由 (3.1) 即 
得 
(2) EX,= 广 zdFx, {x). 


这 样 就 得 到 吾 X1 的 两 个 L-8S 积分 表达 式 , 它们 是 一 致 的 , 这 个 - 
致 性 也 可 以 用 L-5 的 方法 证 明 ， 也 可 从 概率 的 直观 来 说 明 如 下 : 
实际 上 ，Fx (71) 起 Fx{z1,… ,zw) 的 关于 XX 的 边缘 分 布 . 在 (1) 
中 对 za ,zn 的 4-1 重 积 分 与 x 无关 ， 实际 上 这 n 一 1 量 积 
就 是 将 dFx (x4,… ;zn) 化 为 对 zi 的 一 重 积分 ,， 即 化 为 dFx, {zx1)， 
所 以 (1), (2) 应 该 是 一 化 的 . 

注 2) 应 用 定理 13 电导 以 证 明 期 加 的 有 关 狂 质 ， 例如 定理 1 
可 以 如 下 证 明 ( 令 针 = 人 Xe 由 (13.1) 

Efcy Xi 十 十 cn 克 r 


=- /na : Tn) 


-of fre ‘Tn) 
-Dom 


注 3) 定理 12, 13 是 村 一 - 般 rr. 而 言 的 ， 对 于 尚 散 Lv. 来 
公式 [12.1), {12.2), {13.1). (13.2) 有 更 简单 的 形式 ， 由 于 方法 
是 一 样 的 ， 所 以 只 考 荫 | 臣 一 - 锥 情形 已 经 足 够 ， 例如 设 TN, 


看 二 ep 有 co 
去 万 


则 其 概率 分 布 可 以 用 
Pl{X = ar}) = Px({ar}} 一 px， kEI, 


wp- 证 
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宸 示 ， 面 (12.1). (12.2), (13.1), (13.2) 可 以 分 别 写 成 
P(XEeB= » Px({ar)= Y pn; 


上 7 mk 证 吾 点: nx 后 瑟 


Po(X) < 用 = >， Pxl({ax)= > pk; 


KR: gk EY k: guag) Ey 


Eg(X) = gasPx({ar})) = 》 glar)pr: 


心安 工 EI 


fx (4) 一 S empx({ar)) 一 DY etorps. 


点 后 天 生子 

对 于 连续 型 rv , 则 可 以 将 上 述 备 式 表示 成 关于 分 布 密度 的 
积分 。 为 此 我 们 先 证 明 下 述 定理 . 

15， 定理 设 j 是 (09,9) 上 的 测度 ，p 是 非 负 了 一 可 测 函 
(1) vtA) := fr Ldw)， A4EF, 
则 ”是 于 上 的 测度 , 日 gtwjvtdw) 存在 当 和 目 仅 当 gtw)plw)n(dw) 
在 在 ， 当 积 分 存在 时 , 
人 f ssids) = 人 sepa YA 

证 明 4) 显然 z 是 了 上 的 非 负 集 测 数 ， 往 证 其 o- 可 加 性 ， 
设 4= Us 4,, A ET n & NN, 两 两 不 交 

v{A) = 人 Plw) pldw) = f ara) le) 


=|/ TAs Phe) de] 
= 如。 让 Ceto)ntao) (音调 收 全 定理 


= Jim | Dy Ta (a)p(o) pad) (4w， ne 及 卫 两 不 交 ) 
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= mY fa JP ACE] 
n—l! 
™ x 


| 
吕 
~ 
li 
i 
全 
Te 


2) 当 g=1p. BEF 时 对 -一 切 A4eE 半 


/ww 一 f iano .vANnB) 
a ， 


人 Cam = f ga)p( doa), 
艳 (2) 对 协 竹 沙 数 成 六 ， 从 而 由 积分 然 性 性 质 及 单调 收 印 定 理 知 
2) 式 对 一 车 韭黄 可 测 浮 数 g 成 立 (由 时 积分 的 存在 性 不 成 问题 ). 
说 8 为 实 可 测 隔 数 、， 轩 [9py! = g=p. 出 蕊 还 壮 论 知 


(3) fs*ar = f spar. 吴起 二 末 ， 
凡 
所 以 gdv 存在 千 价 于 [gtpdv = pi-an 了 9 dy = 一 (gp) dn 
有 :在 限 ， 亦 即 等 价 于 {gk 存在 ， 雁 生出 (3 2) 成 并 . 
对 复 可 测 匡 数 g, 只 要 分 别 对 其 实 、 虚 部 应 用 加 然后 综 


分 成 5 的 积分 则 得 所 和 结论 DD 

1#， 定 理 设计 = CO. ,Xn) 为 具有 分 布 密度 p(x) = 
pir Pn) 的 连续 型 .x..、 

gf = 是 二 元 Borel 可 测 孙 数 , 刚 Eg(X) 存 
在 的 人 完 要 杀 件 居 girjpix) 在 民 ” 上 村 IL- 测度 积分 存 存 . 当 Eg(X) 
条 在 时 - 


(1) Eg(X)= 让 ye)ple) dz 


- 广 je “ 3( “1 Tn) QF1l Wy -drn, 
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(2) Pex eB)= ff per en) det dn, 
站 


2) 蔡 g4: 及 + 一 及 为 B87- 可 测 靖 数 ， Yi := gr(X),， 大 一 
1,2,.. ,ML, 则 了 一 CFL Yin) 的 分 布 函 数 


(3) Fy{yi. ,Yn ] = fre Tn dr dn, 
Cry 


其 中 6, 由 定理 12(h) 证 艾 . 
(1) P,.(B)=P(l{Y € B}) 


= - Df321 ne drn. BEeB”™, 
{Ek ge) Es} 

其 中 g(x) := (0(z .g(r)). 

证 明 在 定理 15 中 令 R= 民 ", 于 二 3". 为 有 "上 的 L 测 
度 ，v = Px, 则 由 定理 13 及 15 即 得 (1), 再 分 别 令 9 = Ta, Io,， 
Teezan, gicjeB]}: 得 (2}, (3), (2 

17, 关于 Lebesgue 积分 与 Riemann 积分 间 的 关系 的 注 : EE 
定理 16 中 的 积分 邦 基 Lebesgue 积分 ， 要 进行 实际 计算 ， 通常 是 
对 Riemann 积分 进行 的 ， 因 此 需要 讨论 L 积分 与 R 积分 之 间 
的 关系 ， 为 了 简单 起 见 ， 我 们 先 考 察 及 中 有 限 区 间 [a.8 上 有 界 
可 测评 数 了 的 I- 积分 与 RR 积分 的 关系 . 

由 于 了 起 Ca, 引 .Bia. 引 ) 上 上 的 有 界 可 测 函 数 ， 所 以 它 的 工 - 积 
分 ( 智 记 作 ( 记 Js (7) qr) 总 是 仓 在 的 ， 按 照 R- 积分 的 定义 ， 
f 的 R- 积分 ( 记 作 (BR) 放 f(x) dr) 存在 (也 称 为 R 可 积 ) 的 充 要 
条 件 是 对 于 ie,9 的 住 -分 旭 


T:a=ao < gn 二 =, 
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记 
fi = ax [TL 一 Th 1), 
(7) Da ( k— TR-1) 
一 min 人 
TH ,A 让 
Mf = Iax zx}. 
机 Da ) 
有 
nn Th 
lim malzn — en1) = lim SY My{rk — pr). 
{D0 fo 4 一 0 全 


而 在 R 可 积 的 条 件 下 ， 上 述 共 同 报 限 即 为 (RB) 1* fz) dx. 
另 --- 方 面 ， 根 据 上 述 分 划 工 , 可 以 定义 两 个 Ba,il 简单 函数 


nm 
:— ! ， T 
1r := da 一 >». Tk 1.rkli 
kk 一 2 


万 :二 Mf Tlzo.c1] 十 > Mler,_ 1axl]! 
下 一 人 


对 此 分 划 工 ， 
fr{z) & Fx) & f(z), ¥ rE lo,d, 
本 入 表示 工 - 测度 ， 则 


[a.6! 


Dmlee or Do Df fds fd 
天 一 1 中 | 


& (1) / 万 从 = 》 Maile 一 zh- 
了 [a.8] 此 二 1 
邻 妇 T) 一 0 即 得 


[2 
cm) Joe 人 
按照 相同 的 方法 , 不 难 证 明 (细节 参见 [YWL] IIL5.2. pp.203- 
210) 下 列 命题 . 


fda. 
| 
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1) 设 G 为 R" 中 的 一 有 界 可 求 积 区 域 ， 了 : G 一 下 (或 吕 ) 
是 3"mG 有 界 可 测 通 数 ， 车 /在 G 上 HR 可 积 ， 则 了 在 G 
上 IL- 可 积 ， 且 了 在 G 上 的 工 - 积分 与 R- 积分 相等 ， 即 


BR) Ja 
局 


其 中 是 工 - 测度 . 

2) 设 G C R" 为 无 办 区 域 ， 它 与 R" 的 任 一 有 界 可 求 积 区 域 
的 交趾 求 积 ，f: G 呈 及 (或 是 B7(G) 可 测 函 数 ， 若 了 在 
人 上 R- 绝对 HJ 积 ( 即 在 G 上 ， | 天 可 积 ), 用 在 G 的 每 -有 界 可 
求 积 子 区 域 上 R- 可 积 ， 则 了 在 G 上 工 - 可 积 且 f 在 G 上 的 
L- 积分 与 R- 积分 相等 { 关 于 无 界 函 数 的 广义 积分 有 类 似 的 性 
质 , ) 

有 了 这 两 条 命题 ， 如 果 了 程 分 可 以 进行 实际 计算 ， 就 可 以 
将 L- 积分 转化 成 R 积分 来 计算 . 

在 RR- 积分 的 计算 中 ， 变 基 赫 换 公 式 是 -一 个 重要 工具 ， 人 借助 
于 [- 积分 与 R- 积分 的 关系 也 可 得 到 工 - 积分 的 变量 替换 公式 如 
下 : 

3) 设 (及 ” .32 和 (Rr .Ba 是 测度 空间 ， Ds, € 7 ， 


Di ce B37, 在 了 D; 二 DD: 之 问 存在 一 个 一 -映射 : z= z(t) € D;， 
对 -一 切 t+e Di. 节 I 
T= {ri ao) 一 (er 上 
ze kf 人 
Je = 3 AD. VE= (ttn) € De. 
再 设 D。 与 Di 是 有 界 可 求 积 区 域 或 为 无 界 区 域 但 与 R" 的 任 一 有 


界 可 求 积 区 域 之 交 可 求 积 。 f : Ds 一 民 为 DsnB3 可 测 函数 ， 
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则 万 Atz) xzfaz) 存在 当 恒 代 当 /了 (zt)|70D)| Xdt) 存在 且 
在 此 情况 证 ， 


/1 


公式 两 边 ， 可 以 理解 为 L- 积分 . 由 命题 (2), 当 R- 积分 存在 时 ， 
又 可 以 理解 为 R- 积分 . 


由 上 述 命题 0)-3). 可 以 证 明 下 列 的 


18， 定 理 设 关 = (Xi) 是 维和 连续 型 rr. . 其 
分 布 密度 为 pefz) = px (z1.… ,rn)， 青 设 民 * 工 的 ”元 可 测 果 
数 = yr) ER rz Ri. (BM y= Ve = YT) = 
yi 满足 下 述 条 件 : 除权? 的 
L- 堆 测 集 N 外 ， 存 在 {Dz : 上 EE 7 之 B73, CR 两 两 不 交 ， 
满足 (17.3) 的 要 求 ， 且 Ui DE = Ri \N, 对 一 切记 € 了 映射 
y: D7 DY 是 一 一 的 ，DY, ET 满足 (17.3) 的 要 求 但 不 一 定 
不 相交 ， 在 每 个 Di 上， 的 道 映射 rt = zy) 的 分 量 是 DF 
上 具 连 续 偏 导数 的 函数 ， 且 函数 行列 式 


fei ar 人] 
一 -上 0 vy E DY. 
Dy. a) 


全 


ean) = fe) an). 


Jr(y) = 
车 祝 二 712 则 7 是 连 
刍 型 r.v. , 其 分 布 密度 为 
py (pi 的) 人 |， 


ET 


19, 例 设 六 的 分 布 密谋 为 px (zx), 试 求 Y= si 大 的 分 布 
密度 ， 当 于 服从 “一 了 .3] 上 的 均匀 分 布 时 ， 的 分 布 密度 又 如 
何 ? 

解 : 由 于 Y 只 在 [-1.1] 中 取 值 ,而 y = sinz 的 道 ( 反 ) 一 数 


8 部 强 的 人 F 邮 如 L-5 积分 表示 139 
有 无 穷 个 分 支 : 
rN = kr + 1) sin™! y. = 


其 中 sin "(yy et 3. 当 ye {1.1). 于 是 DX = kr 十 (一 于 ,于 ) 


、f 交 
RE {sr kc2%—1)= (Pr. 
RE 


ri 人) ={ Treesin 一 (1) 
dy dy dz 
_. [一 1 { 一 本 
COST ww 一 到 
由 
0. ,| > 1, 
OT A pt sn nD. ly < 


当 久 在 [-3.3] 上 上 服从 均 全 分 布 时 ， 


1 有 
pn | a [2| 私 
Lo > 


ta to 


则 
0. 中 >1 
一 yl. 


{ 注 ; 也 可 以 十 接应 用 定理 . ) 


习题 


i 设 9 为 实 rv.. E52. 局 有 限 , 试 证 DIE+ 凡 = Di+Dy 
的 充 要 条 件 是 BB(&1) = Et .EEn. 
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2. 著 世 .… .是 nn 个 实 TI.W. .其 分 布 图 数 分别 为 tT), 1 
Fn(z), 9 是-- rr， 其 分 布 盯 数 为 上 Fa)+ 十 Re(z)i 设 7 为 


1 Te 
En = -VY EX,. 
Im 志 2 | 


3. 设 针 是 一 实 rv., 尼 的 分 布 也 数 是 下 (x),c 为 正 数 ， 令 
天 当 |X| < 


有 ee 当 半 六 0 


一 c。 当 芝 所 一 c. 
试 将 EX*, DX* 用 对 于 于 的 LS 积分 表 出 ， 
4 设 F(z) 是 :分 布 蝴 数 ， 按 定义 
b 
h rare)= 人 四 dt 


间 它 是 省 等 十 fa f(z dF(z)? 在 什么 情况 下 它们 不 相等 ? 
5. 设 革 是 一 实 zy . 严 是 一 实数 ,， 它 满足 Pl{X 交 mm}) 2 让 ， 
P({X gm})) > ( 称 满足 上 述 条 件 的 m 为 苹 的 中 数 ) 试 证 : 
{1) 对 一 切 a eR. EX-m EEX- al: 
(2) 到 的! 生 数 ， 数 学 期 沁 和 方差 之 间 有 下 述 关系 : 
EX— VDXE<m< EX+vDX 


6. 设 革 = Dper orTix=ar} Qk & 民 , 了 CC NN, 试 证 : 
P(XEB= » Px({or)), 
EET oneEB 
Ey(X)= > glar)Px({ar}). 
RET 
以 下 各 题 可 经 常用 到 下 列 结论 : 设 总 具有 分 布 密度 pj [xx)， 
1， | Xn 独立 ， 则 (X11, | Xn) 具有 分 布 密 度 pi (x1) “ “pn{Tn). 
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7， 设 加 ,Xz 是 在 fa. 中 上 均匀 分 布 的 独立 rv. , 求 了 = 
Xi 十 Xo 的 分 布 岗 数 与 分 布 密度 (可 以 由 公式 用 数学 分 析 计算 ， 
TY 方法 计算 }. 

复 革 ,Y 为 独立 rv .和 在 i0.1 上 均匀 分 布 Y 按 二 项 

很 Bn) 分 布 ， 试 证 X + 了 是 连续 型 随机 变量 ， 并 求 其 分 
布 密度 ， 

9. 1) 设 著 == {1, 让 2) 的 分 布 密度 为 py {x1, 22)， 
XI 
Ea 


YY :二 VX? 十 2 和 5 :二 


斌 求 Y= (Y1, Y2) 的 分 布 密度 (1. y2). , 
2 设 大 一 (Xi 的 分 丰 和 认 px (1 aa) := alae oi, 
试 求 全) 中 定义 的 了 = (Yi 瑟 ) 的 分 布 密度 ,并 证 明 FE 独立 ， 
_10， 设 X11,… 天 基 有 具 在 相 癌 分 布 密度 p(x) 的 独立 cv ， 
旧 当 zz <0 时 po=0 当 >0 时 zl 连续 其 次 度 总 为 
Xl, ,Xn 按 不 降 顺 序 排列 的 第 下 个 值 ， 试 证 (于 )， 1 所 
7 所 n 的 分 布 密度 为 
pf 3 
f mp poy) pla)dr)” , OS ES, 
Ao, 其 它 ， 
11. 设 F(z) 和 Glz) 是 隔 个 有 界 分 布 函 数 ! 不 一 定 是 概率 分 
布 图 将 ), G( 一 00) = 二 0, f(z) 是 连续 畏 数 ， 且 9 <c Tr}<e < 
oo, 对 一 切 x € 要. 斌 应 用 定理 10 证 明 : 车 


五 )=/ Fo) Yo ER, 


Go)=/ 7 flaF(s), YeeR. 
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12. 设 XX, Xo,… 是 无 穷 个 独立 r.v. ( 即 其 中 任意 有 限 个 都 
独立 ), 且 它 们 的 分 布 都 是 以 X(> 0) 为 参数 的 指数 分 布 , 即 P(X > 


中 全 


=e 
Nt) := sp 人 CN.: > FE 中 
k=1 


试 证 : 洋基 0<s<t<oo0 国 NN(8) 与 NN(8) -Nt{s) 独立 有 目 分 
别 上 服从 参数 为 Ms 及 At 一 8) 的 Poisson 分 布 . 

2) 对 任何 mr 及 任何 0=0 < 二 30 人 (td) 一 
NN 服从 At 一 
-1) 为 参数 的 Poisson 分 布 ， 大 = 1,2,.… ,m. 

13. 设 和 ,攻关 是 无 穷 个 独立 的 非 负 rr， 各 
都 服从 以 A> 0 为 参数 的 指数 分 有 布 ， 于 服从 集中 在 (0, x) 上 的 
分 布 i 令 N(D) 为 - rv. ， 它 满足 : 

{和 N=) 二 XE 一 二 
天 十 下 十 着 1 十 了 十 … 十 了 >> 如 


试 证 : 
CC-z 


P(N(t) =: 站) = 人 “adr). 
Dt, 


其 中 
HA (C0) = P(E Tt Th 2}), 


即 4 的 n 重 卷 积 . 
14. 设 名,… .XX 起 独立 rw、 昌都 服从 (0,1) 上 的 均 色 分 
布 ， 试 应 用 广义 向 法 公式 {或 称 途 步 淘 流 原 则 ) 及 公式 


-™ 


dr dr = ——, 
n! 


DR | 
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证 明 : 当 z &€ (0,n) b， 
nt—1 J 
P(X + -+ ,= > 1) 六 (全 -和 


nl 


4 积分 收敛 定理 


积分 号 下 取 极 限 是 测度 论 中 的 一 个 基本 问题 , 在 1 中 我 们 已 
经 证 明了 单调 收 化 定理 它 是 积分 收敛 定理 之 一 已 在 名 中 有 所 
应 用 . 在 这 一 节 将 再 证 明 两 个 著名 的 定理 并 列举 一 些 推论 , 它们 在 
测度 论 ， 概 率 论 以 至 分 析 数 学 中 都 有 重要 的 作用 ， 

首先 将 氏 证 明 过 的 单调 收敛 定理 加 以 简单 推广 , 


1， 定 理 ( 单 幸 收 艇 定理 ) 给 定 10. 于, 由, 9 为 实 可 积 芳 数 ， 
fn:n EEN, 是 实 于 可 测 函 数 ， 苦 g& fTf. .Ee., 由 | 


0 Ba mA 


证 明 由? 可 积 知 9 ae. 有 限 ， 所 以 0O< fgff-g,ae. 
成 立 ， 由 定理 1.5 及 积分 的 线性 性 质 知 


fi [0 
= f im 一 + fs 
= / ( lim 疡 -9 + 
= f im 


2， 定理 (Fatou 引 理 ) 给 定 (0, 了 , 放 , 设 8. 是 实 值 可 积 
数 ， {fn ; n € N} 是 实 可 测 函 数列 ， 


164 第 荆 章 ”积分 与 数学 期 户 


让 对 一 切 环 E 林 方 关 多 ae, 则 


/ a Hm fn < lim fr 


oo 


21 xX- ne NN. fh, ae., | 
/ lim f, > lim fn. 


证 明 首先 由 假设 知 对 一 切 mr ER 了 六 存在 (例如 当 六 > 关 9 
时 ， 上 所 > 时 . 抽 所 9 国 而 了 J9 < ;上 邦 [ 所 存在 ). 先 
证 1) 成 立 : 此 时 六 关外 令 
gn :一 inf fr. 


则 g 志 gn Tsup;, infpzn 大 =1lma ，， 方 , 故 由 定理 1 知 


lim fm -|/ Bm 9n = | lim fr 
而 由 gn 的 定 疼 知 dr 万， 所 以 f gn < 了 万. lim ,cc f gn 六 
lm fr 邦 贡 成 并 
其 次 由 于 Lm,, Te fn 一 一 lim,, (一 fi) 以 及 一 下 失 —fn, —h 
本 积 ， 所 以 由 1) 知 


hn fs 一 -lim (- f#) 一 一 lim fn 


所 一 fu lim ( -= 人 玛 万. 
故 2) 获 证 


3， 定 理 “( 榨 制 收 伍 定 理 )， 给 定 {Q, 于 站 .9 为 实 可 积 函 
数 ， 


1) 若 所 .n & 久 为 实 可 测 阔 数 序 放 ， 当 gf 和 ae, 于 一 
切 nEN, 记 22 了 时， Pp 

2) 车 所 ,n E 林 为 实 或 复 吓 测 菁 数 ， 当 | 所 | < 9 a.e., 对 一 切 
于 生机 疡 一 六 ae 时 有 ~ 了 | 一 上 0, 因而 fn 一 了 f. 
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证 明 电 1) 的 假设 知 Fatou 引 理 的 1), 2) 的 假设 都 成 立 ， 而 
有 昌 有 I 一 lim, fn 三 TH fn, 诅 . 忆 .， 所 以 有 

/hs /h/t /msm 
即 1) 的 结论 成 立 . 

其 次 由 2) 的 假设 知 1f, 一 一 0, ae.,0 | 了 | 挟 29. ae.. 
如 反 术 ,所 以 由 1) 得 由 六 一 用 一 0 再 由 [了 太一 了 有 [ifn -ff 
即 得 了 廊 一 了 7 

注 控制 收敛 定理 还 可 以 将 条 件 f 一 了, ae. 换 威 f, 二 亏 
这 要 用 刘 有 关 开 数列 依 测度 收 义 的 往 念 ， 留 竺 以 后 再 讨论 . 

4. 推论 给 定 (条 四 设 所 , mnE 玉 是 于 -可 测 图 数列 ， 若 
fr EN 和 非 负 或 本 fdr < 6, 网 于 所 收 就， 积分 存 
在 旦 * 


(1) [En=E/ 


注 条 件 可 以 减弱 为 所. a.e， 收 合生 |3R_ ,fil 世 东 
a.e., 对 一 切 ne R. 9 FT. 

证 明 令 g := fi | 及 | ( 汝 六 , me 及 非 负 时 go = 于 和 只 让 
出 0 gm? 了 9 := 可 21 fn, 由 积分 的 线性 性 质 及 单调 收敛 定理 ， 
当 廊 , n EN 非 负 时 即 得 (1) 式 ; 当 并 守 1 了 lfn| < oo 时 ， 了 = 
了 生产 | 可 积 ， 因 而 ace， 有 限 ， 故 避 写 | 启 , a.e， 收 侣 是 对 一 
要 me ,| 于 Ri 关 | 所 9 由 积 分 的 线性 性 质 芒 控制 收 仇 定 理 划 
得 (1) 式 . 

5. 推论 给 定 概率 空间 (fQ.3. 由, 没 丰 存在，4 & 3.n€N， 
两 两 不 交 旦 UP 4 = 4, 则 


1) pa 
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注 由 下 式 定义 的 e: 于 乙 最 ( 当 上 为 实 函 数 时 ， 而 当 为 
复 函 数 时 ， wp : 了 一 人) 
(2) {4} :一 f far. 壮志 于 
是 于 上 的 一 个 集 函 数 ， 称 为 了 在 了 上 对 疡 的 不 定 积分 .此 推论 
淅 言 : {RQ.F,p) 上 积分 存在 的 函数 了 的 不 定 积分 是 o 一 可 加 的 集 
函数 . 


证 明 没 fF 为 实 了 3 可 济 卫 数 ， 则 


fa= FT 
由 推 沦 4 知 
,， fi “=D fe 


J fe 


再 由 Ff 存在 知 (3) 中 的 两 个 级 数 中 必 有 一 个 有 限 ， 因 而 黄 级 数 
可 以 途 项 相 减 ， 由 此 即 得 (1). 对 于 复 值 函 数 可 以 应 用 实 函 数 傅 形 
的 结论 于 它 的 虚 部 和 实 部 而 得 到 (1)， 口 


6. 推论 若 f 可 积 ， 则 


lim dn = OU. 
of, |f adr 


， 证 明 令 ff := ja n € , 则 记 是 可 测 蝴 数 ， 且 
0 世态 二 用 .于 是 由 单调 收 敏 定理 知 lim。_. f= 站 | 天 即 对 一 
切 s >0, 存在 mwENN 使 


aarem= fa- fs < 7 
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于 是 当 xf4) < ei2n 时 
f= +f 四 
A AN{E Fn AMTIFI n+ 
nn(A)+ 3 <#, 口 
由 数学 分 折 的 六 法 知 ， 下 列 命题 成 立 . 


7. 引 理 他 .四 是 一 距离 空间 ，a € RK, {or : + & 了 了} cC 区 , 则 
对 一 切 如 二 工 . 


1 li a 
(1 Tar to 


的 充分 必要 和 荣 件 是 对 代 意 的 {ti } CC 工 . 1 一 to{n 一 001 


{2) lim nar, = a. 
Li 


由 这 一 引 理 , 单调 收 敦 定理 ，Fatou 引 理 及 控制 收 敏 定理 的 基 
数 ” 一 都 可 以 换 成 在 任意 集 工 < 及 肉 取 值 的 参数 上 上 一 tfto < 
址 ). 即 由 离散 参数 换 成 连续 参数 的 情形 . 例如 连续 参数 情形 的 控制 
履 伍 定理 就 是 

8. 推论 设 (人 是 一 距离 空间 ， 9, 了 .由 是 测度 空间 ， 
{ft ET} 是 一 了 一 可 测 函 数 族 ， 蔡 存在 g 可 积 国 数 使 [| & 5. 
a.e., 存在 了 : 站 一 及 使 jnyrs3 ou 天 = 六 ae (未 必 = 六 ae) 
则 六 天 一 月 一 0 一 如 ). 因而 有 


im f= fi 


证 明 因为 了 春 涉 到 不 可 数 个 指标 , 因此 我 们 需要 证 明 f ae 
可 济 ，( 出 于 后 sop_ AS 中 = UU {2 ER: fi(w) < < 就 未 


dit.to} < 
必 有 可 测 ， 或 令 lim 0 i = 了 ae, Him, fo = 7 2.6., 此 时 
,了 " 都 a.e. 可 测 , 但 很 可 能 不 等 , 只 是 f= 1" ,ae., 而 满足 一 
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to 的 序列 {tj GEm 有 不 可 数 多 个 所 以 1: lin an 请 人 存在 } 
完全 可 能 是 一 不 可 测 集 }. 

由 假设 知 存在 Ne 于 RN) =0. 当 we NN’ 时 liv fl) 
= f(w), 特别 对 任 一 给 和 定 的 {ts} < 了 二 二 to. im fw) = 
fw), 对 一 切 w EN". 于 是 lim, oa 有 是 ae 可 测 的 且 与 ae. 
相等 ， 故 了 是 ae. 可 测 的 . 

一 了 一 0 为 引 理 7 及 定理 3 的 直接 推论 ， 


利用 推论 8, 可 以 得 由 一 些 关 于 积分 号 下 微分 ， 积 分 的 结论 . 


9. 推论 设 5> 0 (bo 一 而 如 十 个 码 了 到 设 对 一 切 二 E 了， 
所 可 积 ， 对 一 切 we 9, 将 f.(w) 看 作 + 的 通 数 ， 此 名 | ，， 存 
在 ， 且 当 一 #0| < 5 时 ， 


(1) | 区 i 中 0, 
i+—to 
9 可 积 ， 刚 
ra Te 
(2) 下 / 训 =-/ 忆 | ww 


证 明 因为 由 导数 定义 
fro) foal) Ee 


t—to dt 


| {(t 一 to), 


十 是 由 推论 8 pe (1) 知 
大 to fet) 一 天 so (0) _ df Cw) 
) 轴 人 (4w) = / [| 


而 (3) 式 左 闪 
(= lim 0 = ol) ue) _ [4 fa 


tto t—to 
故 由 (3), (4) 知 (3 成立， 口 
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10. 推论 葵 在 区间 [ 训 上， 了 天 有限. 对 一 切 “e 国生 
存在 遇 | 于 各 | go 可 积 ， 则 在 46. 引 上 


(1) f= /Ed, a). 


证 明 当 .te io. 训 .部 是 实 隆 数 时 对 -一 切 we em. 应 用 微 
分 中 值 公式 在 在 #= #2 证 与 1 之 间 ， 有 


， ef 
Ja 
四 i ot | 
i ti 
加 而 3 坷 册 人 

i To fy 
| 1 _ EA ?| | go) 
| ttn 1 给 | ,0 


由 推论 9 知 (1) 对 -加 和 = 二 品 辣 成 站、 亦 邑 推论 成 立 ， 


11. 推论 给 定 (3 各 , 说 襄 为 有 限 区 间 ，{F: ts [ee 
为 可 测 阴 数 族 ， 对 一 要 we, 天 (ww),t € la, 是 , 作为 + 的 函数 连 
续 ， 且 对 一 切 te [a, 旭 ,ER | 下 (oj| < g(w).g 可 积 ， 则 对 一 切 
t & [ea 


(1) 了 ( /5 ds = / (f hl) a) pdw). 


ee -有 限 区 闻 上 者 成立 ， 且 |ftw)lat 
{w), h 对 上 可 积 


<h . 
{2) 广 (有 dt = / (f- hit)dt) Hdw). 


证 明 由 控制 收敛 定理 知 了 六 是 t 的 连续 旺 数 ， 所 以 {1) 式 
左 端 在 [a, 革 上 的 导数 是 了 所. 而 且 (1) 两 边 在 t = 4 时 都 为 零 ， 
所 以 只 要 能 证 明 (1) 式 右 端 在 [a, 引 上 的 导数 也 是 所, 即 证 得 (1) 
式 ， 为 此 应 用 推论 10( 将 (1) 式 中 的 六 (as 看 成 是 推论 10 中 
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的 所 ), 由 假设 知 对 一 切 we fn 半天 六 (ojas = fh(w) 存在 ， 表 
| 早产 请) j ds| < g{w)}g 可 积 ， 又 


/Of fal jas) rt < 咱 / 六 人 ds la 


人 fe ‘ofw) pd < 0, 


故 由 推论 10 知 
xz/ (f tbe) Ht) = / (5 了 Pen] nla) 
= /we 
故 (1) 式 获 证 ， 


12， 我 们 这 里 所 讲 的 抽象 宇 同 上 的 积分 不 仅 包 括 L- 积分 ， 
rv 的 数学 期 此 作为 特殊 例子 , 而 旦 包括 了 无 穷 级 数 作为 特例 , 可 
实 上 ， 今 = 提 , 寺 为 人 0 的 一 切 子 集 类 ， 定义 jl{n}} = 1 me 
于 ,pp( 丰 ) = | 起 |( 即 和 4 的 元 数 )， 风 (相形 方 一 和- 有 限 测度 空 
间 (通常 称 此 测度 为 N 上 的 计数 测度 }. 则 在 此 空间 上 定义 的 函数 
为 一 个 序列 {fawn E N}, 即 Am = a nn EN, WM ffdp = 
?Qn 为 一 无 穷 级 数 ， 四 此 将 很 分 收 敏 定理 订 用 于 这 种 情形 很 

容易 得 到 一 些 关 于 无 穷 级 数 的 逐 项 取 极 限 的 结论 ， 例 如 

1 当 m 0 0 & enm Ta 对- - 切 eE 和 或 laww| < Bo 
对 一 切 n,m € N, 2 Bb < 0 县 ln eeoanm = an 对 -- 切 
ne 区 , 则 


im > {nr 一 > On 


i 


2 车 an 放 0. 对 -一 茹 ri EN. 则 


lim Donn > 实 » lim tnm. 


mH nn nal To 
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自然 此 处 的 参数 m 还 可 以 - - 般 化 ， 也 可 以 得 到 一 些 逐 项 微分 逐 
项 积分 的 绪论 ， 


作为 推论 5 及 12.1) 的 一 个 应 用 ， 我 们 证 明 下 面 的 : 
13. 引 理 谈 式 为 任 一 x.v.，, 则 


Di mo 
YS POXISM < EX Sl1+ ,PHUX| > n). 


如 一 上 二 1 


证 明 今 A := {fn<|X!<n+ 赴 . 则 
SnPp(As) < EX = > (XldP 


见 三 必 二 
SY (ntiPAn)=1+) np(A,) 
下 -站 n= 
于 是 只 要 证 
3 nP(Aa) = 》 PUXI Zn) 
nn 一 名 n=1 
捉 实 上 ， 
上 各 ™ 
》 PnP(An) = 六 Ps 所 | 总 | <n+l) 
n= 属 n=lk 
N 
= Pns|X|<n+)) -pk<s I < N+1). 
太一 二 本 一 中 天 一 1 


心 


PKS<IXI<N+1), 1<kgN, 
NT Yo k>N, 
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” 则 沽 交 Tao 村，asv PK > 直 由 12.39 的 单调 收敛 部 分 即 得 


oe By 
2 PC = Am 2 nP(lA.) 


= lin 2 orn = DD, P(XI Zk). 
K=1l k=1 
习题 
1 (Fatou 引 理 的 推广 ) 设 CU%, VW 可 积 , 目 一 U,V 一 
VU 一 JU 有限， VW, 一 V 有 限 . 
1 某 所 六 ,, 对 一 切 ne NN. 则 
2) 着 站 二 全 :对 -一 切 me 可 则 
下 /XX 
2. (控制 收 敏 定理 的 推 门 设 | Xi 基态 而 太 可 积 可 一 了 
且 [Us 一 JU 有限， 则 当 X。 一 XX 时， 有 


f ix — Xl 0 因而 fx = fx 
3. 试 证 : 给 定 具 有 有 限期 望 的 随机 变节 下 及 。 > 0, 存在 一 
个 简单 郴 数 XX., 使 得 
EX—-X|<es. :XK | 所 ||. 
因而 存在 一 个 简单 评 数 序列 {Xm}, 使 得 对 一 切 mm € N, |Xm| 所 
|[ 蕊 |. 且 


lim EIX— Xa!=t. 
mo 


4. 对 于 于 中 任何 项 个 集 Ai 与 Ao, 定义 
plA1, A2} = PAAAS), 
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网 是 于 中 的 集 的 空间 中 的 伪 庆 基 ( 即 除 p(A1, A2) 一 0 地 Al 一 
42 外 ， 中 高 的 其 它 假设 邦 满 足 ) 称 引 入 p 后 的 空间 于 为 度量 空 
间 2M({F,p), 证 明 对 于 每 个 厅 积 的 随机 变量 X, 由 和 一 人 YE 给 
出 的 由 MM(F,p) 到 及! 的 映射 是 连续 的 ， 类 似 地 ， 由 

(Al, A2z) 一 1 Ul 和 2 点 上 门 点， 点 ‘2, 真 1 访 入 2. 

给 出 的 由 加 (于 ,p) x MM(3,p) 到 好 (中 用 的 映射 都 是 连续 的 ， 如 果 
去 掉 一 个 零 概 率 集 后 ， 


lim sup Ms = lim inf A,,, 


则 我 们 用 tim As 表示 这 两 个 集 共同 的 等 价 类 ， 证 明 奉 这 种 情况 
下 {An} 按 度量 p 收 伍 于 lim An. 作为 一 个 特殊 情况 ， 试 推出 : 

如 果 EIXi < se 旦 limsPtAs) =0. 则 lim ee [XadP =0, 
特别 有 


lim XdaP=0. 
noe LIE|>nl 
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在 数学 分 析 中 ， 低 维 空间 与 商 维 空间 的 表示 法 、 体 积 以 及 积 
分 之 间 的 关系 , 例如 重 积 分 化 累 次 积分 都 是 很 重要 的 . 本 章 我 们 将 
re 即 如 何 由 “ 低 维 ” 可 测 空 间 及 其 测度 
构造 “高 维 " 可 测 空 间 及 其 测度 ; 如 何 由 “ 重 积分 " 化 “ 累 次 积分 * 
以 及 如 何 构造 任意 多 个 概率 空间 的 乘积 概率 空间 的 问题 . 


58. 乘积 测度 与 转移 测 上 度 
1. 定义 给 定 集 41. hz, 称 集 


(1) A1 x Az := {ww2): wi E Ai, 2 = 1,2} 
为 41, 42 的 乘积 集 ， 容 易 看 出 乘积 集 有 以 下 性 质 : 
{2) Alx A A41 = 二 人 或 42 = 人 纪 


若 41 x #3 天 名. 则 
Al XxX As CBix B ~ A, CB,1= 1,2. 


(3) 和 Ai 区 芝 > 一 Bl x B» > A = BB.,. = 1],2. 
苦 了 是 任意 指标 集 ， 则 

{4) [Oe x za) = (i | ,Ao) x (0 4 

特别 


NN CA1 x Aza) = A1 x ( nn Aze). 
ne x 

门 (as x A2) = ( 站 Aie) x Az. 
ue wwET 
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奇 了 是 任意 指标 集 


U (di x 4 = (| U Aia) x Av, 
(5) °° 
UA x Aaa) = A1 x ( UY Aza). 
mT x 
车 Ai x As 5 Bi x Bz, 则 
N\A ) x #2) 


UrlAi Xx (Ba " A2)) ((B1 \ A1} x (Bs 2) 
而 且 上 式 右 边 各 集 两 两 不 交 ， 
2. 引 | 理 设 1. Wa 是 给 定 定 的 两 个 空间 { 非 空 集合 ， S 民 Cs 


的 半 集 代数 ，i = 1.2,. 则 
(5:= {41x 4: A E81 二 1.2) 是 axg9az 中 的 半 集 代 


(i) A := {Ur di 风 之 1， 二 8. 两 天 不 从 } 荐 
Ri x fz 中 包含 8 的 最 小 集 代数 . 


证 明 由 (1.4). (1.6) 即 知 Pi x fz es 8, 8 对 交 封 闭 ， 且 它 的 任 
一 集 的 余 集 可 表 为 8 的 有 限 个 是 两 不 交 的 集 的 并 , 故 8 为 ixpz 
的 一 个 半 集 代数 

由 引 理 3.1,6 及 全 期 A 为 人 1 xR H+ 包含 5 的 最 小 集 代数 . 


3. 定义 设 (Pi 于) = 1,2 为 两 个 可 测 空间 ， 称 包含 集 类 
0 := {Ai x Az Ai EF1, i= 1,2} 
的 最 小 ec- 代数 ol6) 为 于 .2 的 乘积 一 代数 ， 记 作 3 x 2. 


为 叙述 方便 ， 称 4 x 442, dc = 1,2, 为 ;x 2 中 的 
矩形 , 而 6 中 的 元 称 为 9; x fs 中 的 可 测算 形 . 
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例 1 设 n=no= 有 和 一 和 = 再 则 到 = 了 到 xx 到， 
PB 一 出 x 各 . 

事实 上 ， 对 一 切 = (x1, 2h E RR, 

(一 acz] = 【一 oz] x (00,x2l EBxB. 

而 BB? 一 elf 一 cc: TE 有?}). 故 B?2 CBxB. 反之， 只 需 证 : 
{1) Alx As EB Vv AEDB i=1.2. 

对 任意 给 定 的 az € 下 , 令 

mt := {Al EP: 4 x (一 oo.da] E B?}, 
则 易 证 : ti 是 及 中 的 c- 代数 ， 有 日 包含 {(-o0,a] : al < 及 }， 
所 以 mt = B, 即 : 
(2) Al XI{—oc0l EB VALIEB, aER. 
其 次 ， 对 任 给 的 41 E B. 考查 
Mt ;= {A2 EB: A x A2 € BY. 
则 易 证 : ”2 是 包含 {20,642] : aa € 服 } 的 o 一 代数， 所 以 
Wz = 3B. 这 就 得 到 (1). 因而 
BxB=o{{Ai x As: AEB, 1i=1,2}) cB. 

帮 B2=BxB. 

例 2 Qi = Nz 二 下, Ti 二 了 二, 则 代 x 下 = Ri,BxB=B. 

例 3 f= RY, fs = R™, FF = Br, Fz = Bm™, 则 了 及"+mm = 
R? x R™, Brtm 一 Br x BT, n,m EN. 

例 4 mi = .N= RR, = $B", Fo 
“xR ,BB xB nmeN 
例 5 设 Qi = C0 一 am 其 中 心 : {2: Zz 二 克 十 i ,YE 

及} 表示 全 体 复 数 集 ， 3 = 到 ,了 = BF 则 Et™ = Cx EC™, 
Br+™m ~ Br x BT, nmeN, 


1 


例 ?一例 4 的 证 法 与 例 ! 同 ， 请 读者 作为 练习 证 明 例 5. 


rr 


豆 ”, 则 及 


rr 


网 
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稍微 留意 一 下 ， 如 果 R" 中 的 点 采用 (zx1、…. ,zn) 的 记 法 ， 那 
么 由 (1 式 R"*m 和 RR" x 有 R™ 在 它们 的 
元 分 别 是 (zi nm 为 此 
我 们 给 出 如 下 的 


4. 定义 设 4k= 1,2,… ,nn 是 个 集合 ， 则 集合 
Tir A := ALX .x An: 
= {{wi1, wn) wk EE AE R= 1.2,... ,nn}. 


称 为 41,… ,A 的 乘积 集 . 

设 (Ri 3 下 = 1,2,… yn, 是 二 个 可 测 空间 ， 4 CC TPRfE 
Fe) 二 1,2, yn 网 Ai x … x An 称 为 Rx-… x Qs 的 以 
4 ,An 为 边 的 矩形 (可 测算 形 ), mn x … x 人 中 一 切 可 测算 
形 类 生成 的 o 一 代数 称 为 ,二 1 2 的 乘积 ec- 代数 ， 
记 作 TIR_ 3x := 守 x… x 有 即 


Fx x Fs = {A x A AE FT, R=1,2,....,n})). 


关于 两 个 集 的 磁 积 集 的 性 质 (1.2) 一 {1.6) 以 及 引 理 2 都 可 以 
推广 至 ”个 集 的 乘积 集 的 情形 ， 这 -一 点 留 作 习题 . 

滋 积 集运 算是 不 满足 结合 律 的 ， 例 如 {Al x A2) x As3, Al x 
(Az x 4s).、 4 x 42 x 4s 的 元 素 为 (fw 52) ww3)， (1 (Wayw3)) 
{nwa, wa) 是 不 相同 的 ， 但 是 它们 的 元 素 攀 成 是 一 样 的 (都 是 wi， 
was twa, 而 朋 ] 怖 序 也 是 一 样 的 }. 只 是 构 作 的 过 程 不 同 ， 而 对 于 我 们 
所 讨论 的 向 题 来 说 ， 这 是 不 重要 的 .因此 我 们 今后 对 它们 不 加 区 
别 ， 即 对 4 ，… ,A 来 说 ， 我 们 认为 4 … ,4 的 乘积 集运 算 任 
意 结合 (只 要 顺序 不 变 ) 而 得 到 的 乘积 都 是 - - 样 的 ，n 个 集 的 乘积 
集 也 是 这 样 ， 于 是 有 R* 二 眉 x… x 了 民 , 而 及 "+ 二 民 ? x 了 RW 就 是 合 


理 的 . 
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对 了 个 e- 代数 的 乘积 o- 代数 运算 我 们 也 作 这 样 的 约 
定 ， 王 是 号 " := B3 x.… x 名, 而 BT" = B" xB"” 也 就 台 理 了 ， 
为 了 更 易 理 解 ， 我 们 对 冬 积 ec- 代数 上 的 测度 ， 可 测 函 数 必 
积分 问题 的 讨论 集中 于 两 个 =- 代数 的 乘积 c- 代数 的 情形 过 
实 上 . 推广 色 有 限 维 的 情形 没有 村 质 的 困难 . 对 于 一 般 有 限 维 的 情 
撒 的 全 来， 我 们 将 述 面 不 证 : 


5. 定 半 机 4CO x 人 一切 ww .wa E 人 lo 称 舍 人 台 


ee 


(1) A := tu: 一 (和 ED (wi wa) € AY. 

(2) A := Afw2) := {2 E RI: (1 2) € 4}. 

Wa 二 得 uvua 外 的 截 集 ， 品 然 A CC fz. A 5 .| 
二 00.1 一 1,2. 此 外 ， 容 易 验 证 具有 

咎 殉 汉 村 席 ， 对 一 - 切 wy 全 一 1,2, 有 


纠 


(3) NB=O Cs A) NN By,) = 1; 
(4) CB Alw) TC Blwi): 

(5) A=U 4 一 do =U A); 
(6) A= NA = A) = NA); 
(7) C= 4 (一 4 % Blw,) 
特别 

(8) (A = Aw 


86， 定理 设 {QT i 1.2, 是 可 测 空 间 . 若 4 < x， 
刚 对 一 要 ww EE D1 Alwl) € Fs. 而 对 _ 切 wa E fa, Atw2) E Fi. 

这 茶 定 理 可 以 简单 地 用 述 (虽然 不 算 确 切 , 但 很 形象 ) 为 : 3 
x 了 2 可 测 集 的 任何 截 集 是 可 测 集 . 
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证 明 令 
WM:= {AETF x FT: Vi Ef, A EF, i¥jij = 1,2), 
:= {A x A2: Ai EF i=1.2}. 
旭 由 
442， Wi 全 AA1， 
@, wi Al. 


A1， wi2 € A2, 
人 Ep 人 坟 2. 


知 9 .因而 9 x RE Mr. 再 由 (5.5) 和 (5.8) 知 红 对 可 数 并 
及 求 余 封 闭 ， 所 以 mm 是 -a- 代数 ， 故 
Fx Fa DD MD of8) = FT) x Fa. 

即 gt = Ti x Fz, 定理 获 证 . 叫 

7, 定义 设 了 = fA(….…) 是 定义 在 Da x Da 上 的 函数 ( 实 值 或 
复 代 }. 对 任意 给 定 的 wi E fu1, R22 上 的 函数 

fl :一 ft, 本 

称 为 了 上 在. 的 截 函 数 ， 同样 ， 对 任意 给 定 的 w2 & nz.nil .上 的 靖 
数 


(4 x 4 = { 


\Al X 及 ja = { 


称 为 了 在 wa 的 截 函 数 . 


8. 定理 给 定 (0;.31.1 = 4.2. 此 了 十 实 全 (或 复 信 ) 天 x 了， 
可 测 函 数 , 则 对 -- 切 we Ri, 所 ,是 卫 可 测 男 数 ， 了 关 宇 环卫 1.2. 
简 言 之 ， 934 x 32 可 测 函 数 的 截 函数 是 可 测 的 


证 明 对 一 切中 < 了 (只 寺 论 实 国 数 的 情形 ). 由 假设 知 
六 !(D) 一 ffeaws) E NL x 2: fw wa) 本 B} 所 FI x 于 2 . 
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于 旦 对 给 定 的 wi € 他， 
fo (B)= {wo Et : ft) € B} 
= {wa E Ns: fll.wa) EB} 
= {v2 Eh: (wm) EeE FB = (07 1(B)),, 


由 定理 6 知 51(B) < 3, 即 六 为 入- 可 测 ， 辐 法 可 证 : 对 给 
定 的 22 万 {2, fs 是 Fi 可 测 物 . 口 


9. 定理 给 定 (5 下) i 二 1.2, 车 f 是 非 负 于 x 入 可 测 函 
数 ， pi 是 于 ,i = 12. 工 的 e- 有限 测度 ， 则 
FG) := 人 fs. Jatda 
(i 应 地 109 := (ws) (ds) 


是 非 负 和 5 (相应 地 ， 于 一 ) 可 测 函 数 ， 
特别 ， 对 一 切 4 < 天 x ,p14(A4lw3)) (相应 地 ， pz{ Alw1))) 
作为 a(01) 上 的 函数 足 非 久 3 了 =- 可 测 的 

证 明 由 于 证 法 相 柯 ， 只 正 f3 是 了 5 一 可 测 的 . 若 此 事 获 
证 ， 则 取 了 = Ta4, 4 € 于! x 2. 由 刀 (wa) 的 定义 知 


Ri 过 (2 让 =-/ Tarwa} (wi1) RE 
Ri 


{1) 


(2) 二 Tool waa) Hid). 
21 


因而 后 一 结论 获 证 - 
1) 先 用 和 一 系 方法 证 明 : 对 任何 AET x 末 2， 


/ Hat ald) 
WL 


可 测 . 
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注意 yw 是 3 上 的 =- 有 限 测 度 ,， 所 以 存在 Qt < ,me 
两 两 不 交 ， AQi) < oo. ne N, 且 UsenQ = ga 今 
M:= {AEFixF: YneN, 
jo Tatua itd ) 为 32 一 可 测 》， 
于 是 ， 基 4 Ee 束 , 则 


Li A afqel) 一 > /ot pt) 


了 32 一 可 测 ， 又 易 见 

C:= {A x As: Al EF, i=1.2} 
是 ”~ 系 ， 月 若 4E< CC. 则 站 = 二 Al x A2. A E 于 ,， 于 是 ， 对 一 切 
neN, 


三 Talwl. Ta ) 二 {As - Hu{AL 门 9 


是 和- 可 测 的 ， 所 以 5 c mm, 因此 ， 由 和 一 系 方法 ， 只 要 证 Wi 是 
- 系 (因为 此 时 就 有 8 > ofe) = 和 x 92). 
因为 Ri x Pa < e, 所 以 Di x Da < MM. 其 次 ， 若 4,B e 9 
BAcB, W.-H ney, hm, Lal fa Joe Tp(wi,:) 
Hi1{dw) 都 是 3 一 HT 测 的 ， HH HJ 证 它们 都 是 有 限 疗 数 . 于 是 对 一 
切 maE 机， 


f at “pit dw1) 
Ri 


-|/ Tele Ji(dan) ~ / Law (dvi) 

mf) 名 全 1 

是 于 一 可 测 函 数 , 因而 BVA4 e 吐 . 再 设 Am E ,me N, 4 A 
当 mf 时 则 Wn& 下. 


fs Hao Yn leon) = lm, f Ta ons Ja (den) 
1 


Ri 
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Ff 可 测 ， 内 而 4€ 3. 故 哮 是 一 》- 系 . 

四 由 四 . 当 7= 辣 .4E 有 xx 了 时 Fi 是 哆 -可 测 的 ， 
于 是 由 积分 的 线性 性 质 ， 当 『 为 非 负 3 x 9a 简单 是 数 时 ， 六 
是 了 一 可 测 ， 由 单调 皮 伊 定理 知 ， 当 了 为 非 策 由 x 大 可 测 时 ， 
2 是 于 一 可 测 的 ， 故 定理 蓝 证 . 口 

10. 定理 设 (9 再 .) 一 1,2, 是 两 个 o- 有 限 测 度 空 间 ， 
耕 今 
(1) nA := f Hat A )) pla ), AE TFT x 2, 

中 1 


或 
(2) (A) =/ pi (Alwa) Haldos). AEF x 
12 


则 是 了 x FF。 上 唯 - -满足 : 
(3) pi x A2} = (Ai)nz (Ad2), YY A, ESF. i= 1,2. 
的 o 一 有 限 测度 . 

由 {1) {或 (2 决定 的 测度 称 为 yi, po 的 乘积 测度 . 通常 记 为 
HX 2 (Qi x fF x Fo pi 2) 了 (i i pi) = 2, 
的 乘积 测度 空间 ， 

证 明 显然 由 (1) 或 (2) 定义 的 二 满足 (3). 

下 面 先 证 满足 (3) 的 测度 yx 的 o- 有 限 性 及 叭 -性 事实 
上 ， 由 于 六 是 o 一 有限 的 , 所 以 存在 QI n E R， 两 两 不 交 ， 
(RD < 0 UY 1. 二 x 后、 
m,n € 和 N, 两 两 不 交 ， Un xD = nxnz, 且 

RD x OD) = QP) pa NF) < so. 
肥 记 为 o 一 有 有限. 若 还 有 一 由 满足 人). 则 天 也 是 =- 有 限 的 ， 
且 对 : 切 4ET ic 1,2, 
EAL xX A2) = p1(Ai)p2( A2) 一 HI x Az). 


Ai HEA 
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即 gw' 在 可 测 棒 形 集 类 © 上 相等 ， 而 © 为 半 集 代数 ， o(8) = 
于 i x 天, 故 和 由 测度 扩张 定理 知 pp' 在 于 x 天上 一 下. 

再 证 由 (1) 定义 的 站 是 的 x 和 上 的 测度 ， 册 定理 9 知 
af fo 作为 93 上 的 下 数 是 伞 负 的 -~ 可 测 的 , 因而 对 - - 切 A€& 
Fx ,p(t4) 有 意 艾 是 下 负 ， 因 此 只 需 证 : 中 有 具 =- 可 如 性. 

串 实 上， 设 4 xn E 耳机 两 不 变 ， 刚 对 一 切 
网 不 交 ， 因 而 ， 由 pj 的 o- 可 
加 性 及 单调 收效 定理 知 


wa)= 人 a UA)) nla) 


= 上 > {1) ] utd ) 


1 


二 > f. HT pr (di) 一 Y ptA™). 


了 3 一】 
政 六 叶 生 Xe 二 的 测 则 典 . 问 磋 可 证 由 (2) 定义 的 也 也 是 于 x 于 2 
上 的 测度 避 
对 本 有 限 个 ;可 并 宝 亲 的 乘积 测度 空间 的 存在 性 ， 可 以 用 数学 
妆 纳 法 { 四 Po 全 全 比照 两 个 测度 宇 间 的 情形 过 证 明 相 应 的 结果 . 
下 而 将 叙述 这 些 绊 论 而 不 如 证明 , 党 者 叮 以 作为 练习 自己 去 证 明 ， 
11， 定 光 设 4 工 fx xn 是 人 xx 史上 的 
数值 晒 数 ， fi 的 一 个 笑 措 日 
a ,i ) E Qi, XN,,. 则 称 
HE 
为 4 在 (wo. 的 截 集 ， 称 函 数 fi .1 
下 
人 


为 了 在 (wi,,… ,wi) 处 的 截 函 数 . 


了 mn 一 
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用 证 明定 理 6, 8 的 方法 , 同样 可 证 明 : 若 A &€ 于 x:…xF ( 相 
应 地 ，F 为 于 x…-xF, 可 测 函 数 ), 则 对 -~ - 切 (06,… ww) & Qs x 
(相应 地 fw ) 
为 了 xx 于 可 漳 ). 即 可 测 集 {函数 ) 的 截 口 仍然 可 测 ， 而 
类 比 于 定理 9, 10, 则 有 下 列 定理 12, 13. 

12， 定 理 设 #4 是非 策 Fi x .… x Fn 可 测 函 数 ， ji 是 
和 = 1,2,… ,nn, 上 的 ez- 有 限 测度 ， 则 对 - - 切 {i,… ,ix} EC 
{1 2 ,ne}, 


上 人 (… ( ge fol on) CY ) His (dui ) 


是 非 负 于 和 XX Fi 可 测 函 数 ， 其 中 【人 ER 1 ,re 
是 (1,2,… .92) 的 一 个 置换 ， 日 j 之 < jk 

13. 定理 设 (wr, Fpy pj 让 =1.2,… ,rn 是 ne 个 oo-- 有 限 测 
度 空间 ， 则 在 乘积 =- 代数 五 x .… x ,上 存在 唯一 的 >-- 有 限 
测度 p. 满足 
{1} H(A XX An) = Ai Hn(An), 

AixE Fr KR=1,2....,n. 
今后 称 此 测度 为 jk. = 1.2.:… ,的 乘积 测度 ， 记 作 pi x:… x 
pn 或 Ti ak, 而 且 它 可 以 用 下 刚 累 次 积分 表示 : 
(M1X … xX pn) (A) 
(2) -上 (i (LU non) p(s) ) ) Hi (ivi, )) 
4 人 EX 

其 中 (1 soe) 是 {1,2, “0 ,了 的 任 一 冯 换 ， 


证 明 我 们 先 用 数学 归 现 法 证 明 jy x … x pn 的 存在 性 作 
归纳 假设 ， 则 由 定理 10 得 知 存在 (3 x … x 于 -1) x 了 上 的 一 


ee 


- 


EL 


和 
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个 =- 有限 测度 六 满足 
UL Dx4 = aD AM DD) A,), 
Y Am-D CF XX Fn_1, 4n E 于 
于 是 由 归纳 假设 知 y 满足 
(3) AI Xi)xda) 一 TAR 
V Ak ES 天 一 2 ,in, 
由 定义 4 后 面 的 解释 (于 x .…. x Tn) x Fh = FL x x TF,, 
(A1 XX Ani) x A = A Xx A PT 和 ON jp x 
由 于 已 := {4 Xr Ak EE Fray R= 1.2,... .2} 为 
0 Xx 的 -个 半 集 代数 ， oC6)= 开 xx 民 p 的 0 
有 限 性 ， 应 用 测度 扩张 的 唯一 性 知 ji x ，… x 各 是 唯一 的 . 
至 十 (2) 式 的 成 立 ,可 如 下 得 到 : (2) 式 右边 是 于 xx 了 
上 的 一 个 =- 有 限 测度 ， 而 且 容易 计算 : 当 4 = 4 x .x A 
时 ， I4 = TR Ia.; 因而 (2) 式 右 边 等 于 Hat{Aa) mi, {Ai,) = 
(40 pnt4n), 所 以 它 是 满足 (1) 式 的 一 个 一 有 限 测 度 ， 故 
由 jy x … x pn 的 唯一 性 知 (2) 式 成 立 . 口 
14. 推论 没 jy 是 3 上 的 z- 有限 测 度 ， 大 一 12. .mw 
相生 Fi x Fo, 出 


(px p29)(A) =0 


的 充 要 条 件 是 

{1) af) = 0, wl — a lH1), 
或 

(2) Hi (Aw2)) = 0, 2 一 a.e.(12). 


证 明 因为 ya(A(w1)) 非 负 ,所 以 由 (10.1) 知 (px pa)(4)=0 
的 充 要 条 件 是 (1) 成 立 ， 同样 由 (10.2) 可 得 另 一 结论 。 口 
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与 乘积 测度 在 方 去 二 则 呵 的 是 由 转移 测度 构 普 乘积 室 间 上 的 
前 度 . 它 是 溢 积 测度 的 推广 号 在 随机 过 福 论 中 有 广泛 的 坊 用 - 内 
此 永 此 玫 以 介绍 . 

15. 定义 设 人 DT = 1.2 基 可 浏 空间 . 脆 射 和 :031 x9o 一 
ic 如 果 泗 足下 列 茶 件 . 风 浆 它 为 (91. 了 1) 到 (2,32) 上 的 转移 
测度 . 简称 为 D x 了， 上 的 转移 测度 

让 对 一切 BBE Ts 3(.BY 尾 了 -中 浏 汕 数 ; 

Gi 对 一 初 we. A 是 十 上 的 湖 诬 . 

藻 椰 在 Bi J 了 RE 民风 岗 不 交 ， 人 二 JB = 1,2. 
使 得 


sup Mw Ban i oo. .大风 . 


wE Bim 

由 称 为 "~ 有 限 转移 测度 

如 果 对 切 凡 & A427) 二 4 蜀 称 入 为 x Fs 上 的 转 
称 概 率 . 显然 转移 由 率 足 =- 有 有限 转移 测度 . 

例 1 证 产 起 于 上 上 的 训 度 ， 令 

Mw B= nuB veEN.BES. 

则 A 是 全! x 32 上 的 转移 鸿 庶 ， 因 此 fF 上 的 测度 可 以 看 作 转 移 
测度 的 特殊 情形 . 它 南 示 此 转 物 测度 与 mE Pi 无 关 ， 而 一 般 的 转 
格 测度 表示 和 5 于 的 与 Pi 有 和 某 种 相关 性 的 测度 . 

例 2 说 Da :了 := 810. 二 十 2 = := 1{B: 


B CZ}, 


这 是 一 个 转移 概率 ， 通 常 称 为 简单 对 称 随机 游 动 的 转移 概率 ， 


和 
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例 3 设 
Pl Pi2 ln 
pe P21 “2 Pn 
Pnl Pn2 "Dan 


其 中 py > 0. 每 行 的 和 为 上 妈 并 ,p =1i=1.,n. 设 = 
1 一 入 


ALi.B) oP iE NI,. BE. 


则 2 是 03 x 3 上 的 转移 髓 座 、 称 了 为 它 的 转移 概率 矩阵 ， 这 
里 的 P 也 是 有 限 状 态 瑟 链 的 转移 慨 率 后 阵 . 


例 4 设 
Pl Pl2 .Dim 
P21 P22 D2n 
P=|」】: :i : 
Hn] Pna “Dnan 


其 di po > 0. 每 行 的 和 为 1. 即 半 ,py 一 1i&2. 设 人 一 V := 
ZT = {1B: BCOO}. 令 

ME.B):= 9 py ie Beg. 

2ED 

刚 A 是 名 x92 上 的 转移 概 准 , 称 卫 为 它 的 转移 概率 纸 阵 . 这 里 的 
卫 也 是 可 数 状 态 马 链 的 转移 概率 第 阵 ， 显 捧 例 (2). 例 (3) 都 基本 
例 的 特别 情 上 撒 ， 马 链 的 转移 概率 常用 来 表示 - :个 系统 的 下 述 运 动 
规律 : 没 系统 状态 空间 为 世 ,, 在 每 -单位 时 间 进 行 一 次 状态 的 随 
机 改变 ,而 及 改变 的 概率 与 出 发 的 时 刻 无 关 - 此 时 可 以 用 pi, 表示 
从 状态 了 出 发 在 一 个 单位 时 间 转 移 到 状态 了 的 概率 . 
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例 5 设 风 二 丽 . 史 二 有 3 = 一 1.2 对 一 切 1>0, 今 


p{t; ,A) :一 Qo el dy, 4 
村 


则 对 给 定 的 t= 0ptt) 是 下 xB 上 的 转移 概率 ， pt;….) 即 -- - 维 
布朗 运动 的 转移 概率 . 它 的 直观 背景 如 下 : 考 罕 水 中 -~ 世 浮 粒子 运 
动 的 规律 由 于 众多 水 分 子 的 撞击 , 粒子 的 运动 完全 是 随机 的 . 它 
的 概率 规律 可 以 上 述 转移 概率 描述 ， 即 粒子 从 > 处 出 发 ， 经 过 时 
间 进入 4 的 概率 可 以 zz 4) 表示 (假设 已 选 定 坐标 ). 

由 一 个 测度 和 一 个 转移 测度 出 发 ， 用 构造 乘积 测度 的 方法 可 
以 唯 - -地 构造 乘积 空间 上 的 测度 ， 为 此 先 给 由 下 列 的 

16. 定理 给 定 (0 中 .= 1.2. 若 了 是非 负 Fi x 32 可 测 函 
数 ，、 是 Qi xy? 上 的 e- 有 限 转移 测度 ， 则 Foa,) 对 Xu，) 
的 积分 


/ fi wa dw) 
a 
是 非 仙 天 可 测 函 数 . 
证 法 与 定理 9 完全 相同 . 
17. 定理 给 定 ,了 ,ii = 12. 若 为 , 和» 分 别 是 于 及 
Ri x Fo 二 的 go 一 有限 测度 ， 则 上 由 


A[B) :一 上 上 人 Ta{w. Ws Az{w1. dwa Al dw ) 


二 / Xz Bia lA). BE FT] x Fo， 
LL 


定义 的 是 了 x 92 上 的 o 一 有限 测度 ， 
证 法 与 定理 10 辑 同 ， 略 . 


与 定理 13 相当 的 有 关 转 移 测度 的 结果 是 下 列 定理 . 
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18. 定理 给 定 7 个 可 测 空 间 (Qi 二 yn. 设 QD := 
He Qi Fk) :一 TE) F;, 太 二 者 入 是 了 于 1 ;上 的 TF 有 限 
测度 ， 3 是 97D x ,上 的 =- 有 限 转移 测度 ， 大 = 2,.… ,nn 


则 由 
aff 
站 
wn 1); dn} At， 


B EF 定义 的 和 "是 于 上 的 o- 有 限 测度 . 
证 明 与 定理 36 的 方法 相同 ， 略 . 


最 后 . 我 们 介绍 乘积 测度 存在 定理 对 工 -8 测度 及 概率 论 的 应 


A 


用 


19. 推论 设 px 是 Bm"*, 上 的 工 -8 测度 ， jx 由 分 布 靖 数 语 
决定 ， 上 = 1.2, 风 px … x pn 由 分 布 函 数 
(人 F(z) ,a := TI Fee), i € Rs, 


决定 ， 昌 着 用 Ar 表示 由 王 决定 的 测度 ， 则 对 一 切 Bs & 再 人、 
大 一 1,2,.. .如 有 


(2) ur(B1 x x Bi)= Tie Be). 

特别 ， 用 X4 表示 Bd E 可) 上 的 Lebesgue 测度 ， 则 

3) MY =AMD x A = NxAD, 1<k<n. 
Te 


证 明 没 a 的 .59 < Rm ab < 89, 玉 = 1,2..…,n, 则 由 假 
设 知 


2 1 
人 人 1 者 一 ptr ak Fk. 


必 全 


4 :一 (ae et 
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六 :一 [bi by 他 Rt 


(5) Qu Rl 了 
而 自 王 决定 的 测度 pil 让 = so 所 以 由 (0 05) 得 


Ca Xe da d)) = Ti pa, = 人 fa. 下) 


天 由 8 := {fa Ab Et TW qa < 6} 是 半 集 代数 及 jp x 

"xX Hn Hr 的 一 有 限 性 及 测 虞 各 扩张 定 在 理 知 Hl 其 二 
这 就 是 第 -个 结论 ， 再 设 BL = Se 二 12 .nm 加 由 第 一 结 
论战 假设 知 


HFr(lBI Xe x Ba} = {a xX x HB x x Bn) 
一 [1x-; HL BE = [lx LF. LB). 


2) 获 旭 ， 至 于 (3). 显然 站 第 一 结论 的 推论 己 


20. 推论 Xe 基 (ke Pi 上 的 ms 准 工 vk 1.2,....， 
而 (QF.P) 研 上述 n 个 慨 率 译 间 的 胰 椒 概率 空间 , 在 (人 0, 于 .PP) 
上 定义 Pr 入 如 下 : 

(1) Yr (wl. -I :oa :二 有 人 四 
=]1.2.... .mu ip 


到 的 是 独立 ry,. 明 1 与 EE 同 分 布 ， k= 1,2,.. .nn, 
?此 即 得 : 对 二 任意 给 定 的 ”个 【多 元 ) 概率 分 布 函 数 到， 
y 一 1 2 : 史 ， 总 存在 2 个 独 也 TY. YT ,Yn 使 得 Yr 的 分 布 
落 数 是 Fi = 二 了 ,nn 
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证 明 出 于 对 一 要 2 这 开 二 .Rt. 
feel 站 
(a nl Xl) z=.2.... .nb 
一 {01 E Ni: XI xl} XX 
x {on EB: 和 oa] 
十 晨 ， 因 为 P=Pix-..*xP,. 
P{YY Sri 
= {Px-.…* pl fj] < 
= Ti Pay < x) = TP £0) 
让 说 和 立 、， HL Py( 7 = P(YE < ). 
设 所 是 pk 无 分 有 国 获 、 央 出 和 fr8] := zp 姜 恨 " 定 光 的 
消 数 外。 是 于 Bp 上 的 rv 甩 它 的 概率 分 布 晴 数 性， 
敬 由 已 证 结论 即 得 后 一 "结论. 口 


应 用 推论 19 可 以 重新 证 明 独 立 事件 类 扩张 定理 , 这 就 二 下 列 
的 


21， 推 论 设 mr 开 rr 站 芍 构 深 分 布 师 数 为 所 .kk 二 
1.2,-.... 
n, 而 几 狐 立 ， 则 对 一 团 Bi 6 BB 二 1.2 


{1} PlXi EB NE Bl POX s BI) POE, € PB,). 


因而 ， 若 下 为 有 上 的 Borel 可 测 天 数 ， 则 fCXRl, 色 三 
1,2.… ,nm 次 各 二 rv. 


证 明 对 -- 妇 wt 二 12. ,n(n) 二 六 
是 概率 分 布 喇 数 


FF(z0 re) 一 TI Fe)). 


192 第 六 竟 。” 先 可 测度 与 元 窃 玩 积 慨 沸 空 间 
于 是 由 推论 19(2) 知 
P(X] Ee Bl1, | ， 有 关 Bn) 一 urlB! 关 9 B.,,) 
= [si rr (Br) = Ti P(X € Br). 


故 (1) 获 证 ， 而 
P(tfitX1) Pl ,fn (Xn) < rn) 
= P(X Ef 20 7) Nn Ef (00, Tn])) 
= TR P(X Ef 00.28])) = [lee Plfe(XE) < zr). 


克 大 CXjj ,下 二 12,… .nn 独子. 口 
二 


习题 
1. 证 明 推 论 11, 12. 
2. 设 0 是 - :不 可 数 集 ， 了 是 包 售 9 中 一 切 单 点 集 的 最 小 
go 一 代数 ， 则 中 x 9 的 对 角 线 A := {ww): we NR}¥FxF, 但 
对 任意 ws € ,2= 1,2 
A := {wz : (2) EE A} 所 于 ， 
A,, := {1 : (wi,w2) EE 入} [二 


这 个 例子 说 明了 什么 ? 

3. 试问 : 天 x 有 二 有 xx 多 蚂 ? 其 中 了 .i = 1.2 表示 下 
对 pi 的 完全 化 ， 节 x 表示 x 对 jp x jz 的 完全 化 这 
个 问题 对 Lebesgue 可 测 集 说 明了 什么 ? 

4. 设 及!, 总 2 是 二 维 独立 Tv ，Pi 玉 .分 别 是 蕊 的 概率 分 
布 测 度 和 分 布 函 数 ， 守 = 1 2. 

1) 试用 乘积 概率 定理 证 明 Xi 十 Xz 的 概率 分 布 测度 和 分 布 消 
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数 分 别 为 由 


Pi* Pa(B):= 1 Pi(B~ vy)Poldy), BeRB". 
Fi* Fatr):= / Fi{r— ydFa(y}, LER", 


定义 的 Pi* 了 Ps 有 > 2; 它们 分 别称 为 Pi, Pa 及 五 , 严 的 郑 积 . 
2) 若 i, i = 4,2, 还 卢 有 分 布 密度 p,. 则 由 


p1 * Pafz) := / pitr— plW diy, ER" 


定义 的 pi * ps 是 并 十 的 分 布 密度 ， pi * pa 也 称 为 pt,pz 的 
卷 积 ， 

3) 试 证 : 一 切 概率 分 布 测度 (相应 地 : 分 布 哆 数 ] 对 卷 积 运算 
作成 一 个 可 交换 半生 

5. 设 (0,F. 了 PP) 是 概率 空间 ， f(t.w) 作为 (ft.w) 及 x 人 .的 卫 
数 是 3x 于 可 测 的 , 背 对 -- 切 teE RPl{l{w en: flt,w) = 00})) = 
0, 试 还 

A{{teEeR: flt,w) = 00}) =0, a.e. w{P), 


其 中 和 表示 民 上 的 Lebesgue 测度 {提示 : 令 4 := {lt.w): 
ft) = 00), 叔 碟 (和 x P(A4)) 

6. 设 了 是 (nx .x0 胡 x x) 上 的 ( 实 或 复 ) 数值 可 
测 疯 数 ， 设 镁 2 的 一 个 转换 ， 
说 对 任何 (人 
在 (ow wie) 截 丽 数 起 是 也 ,Xx … x 5, 可 测 的 . 
7. 试 证 定理 16. 

8. 试 证 定理 17 及 18. 
9. 设 flz:g) 是 旧 ,1x[01 上 的 非 负 有 界 可 测 函 数 ， 对 一 切 
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Ee 


Be BO.1. 令 
AT B= 人 让 2 dy. 


其 中 dy 豆 示 对 Leberswne 测度 的 积分 则 和 是 [0.1 x Bi0.1] 上 
的 转移 测 庶 . 
10. 设 (5 = 1.2 起 可 测 空 间 ， 和 1 是 于 上 的 rr- 有 
限 测度 、 和 是 mi x 天 上 时 =- 有 限 转 移 测 度 ， 
rv(B) =/ / Tato)Adalw dM(do1). BE x 4. 
1 dn 


4E3x3o 则 zf4=0 的 充分 与 必要 杀 件 是 存在 一 个 和 零 测 
集 N, 使 对 … 切 me AN 
ff = 0. 
14， 设 (0 于) = 1.2,3 是 可 测 空 间 ， > 是 ma x 了 5 上 的 
c- 有 限 转移 测度 ，/ 是 了 x Fs 可 测 困 数 ， 若 积分 


Bad ua) :一 Flr ioa)A tw. dwa), [ET 万 人 ; 4 一 1,2. 
人 3 


对 一 切 点 ,i = 1 存在 则 9 是 3 x 史 可 测 的 ， 
12， 设 {0 FT,). 1 二 1,2.3.4, 是 可 测 空 间 . 和 ,A 分 别 是 
1 x 于 2, 2 x 于 上 的 转移 概率 、， 风 出 


A o Ml B) := / Ma BM we BE 


定义 的 入 3z 是 Pi x J 上 的 转移 概率 若 和 是 fa x 天 .上 的 
转 秒 概 染 ， 则 | 
[A 2A} 5 A = M1 3 (M2 5 Ma). 
13. 设 和 i= 1.2 是 由 转移 概率 入 [了 泗 P, 确定 的 Nx N,N := 
{4 : 4ca 上 的 转移 县 率 ， 则 Xu ax 居 由 Pi. Pz (第 阵 Pj.P; 
的 乘积 ) 确定 的 、 


982. Fuabini 定理 及 共 应 用 195 
14. 设 pltiz 4 ttz deE 0.30) x RR3 x B3, 是 第 11 目 所 定 
多 欧 ， 斌 证: 对 ' 切 4sEl0col.ze 了 开本 < 出 3 
Pt 二 5 44) 一 三 plt: x, dy pts: y. 4). 
15. 设 (RQ. 了) 为 可 测 空间 ,8 为 了 的 子 o 一 代数 , 称 r(z. A). 
e NN. 4 € +4, 为 一 概率 核 ， 关 记 对 每 一 4 FA) 为 C 可 测 


阔 数 ， 对 每 一 z € 9, w(x,.) 是 了 上 的 概率 . 设 w 是 了 上任 一 概 
率 ， 试 证 


wt) = f re. Yvan) 


为 于 工 的 概率 测度 . 
82. Fubini 定 理 太 其 MY 用 
ee SIH (Qi x x Oa Fy XX Fn Hr X 
"x Hin) 】 上 的 积 4 分 【 和 人 与 各 医 于 测 度 至 间 (fs Fs Hg) 太一 


1,2,-… ,n, 上 的 积 的 关 朱 我 们 将 证 明 在 一 定 条 件 下 “ 重 ” 积 
可 以 化 为 对 三 ，… .An 的 嵌 次 积分 进行 各 分， 通常 称 为 Fubini 定 
理 ， 并 介绍 它 的 几 个 应 用 - 
我 们 首先 讨论 n = 2 的 情形 ， 象 让 - 样 ， 它 起 n 为 有 限时 
域 本 质 的 情形- 
1. 定理 设 (Qi.,pr), 上 二 1,2 是 两 个 oz- 有 有限 测度 空间 ， 
若 了 是非 负 Fx 了 可 测 臣 数 ， 则 


/ fatp x Ko} 
dL x a 
-人 (/ 了 llvwa) jadea] Li1 (dw ) 


-人 To wa) Hl (a) ) [还 oj 


196 第 六 章 ”乘积 汕 诬 与 无穷 对 机 得 概率 空 癌 


证 明 由 于 方法 柑 同 ， 只 证 前 一 等 式 . 
中 定理 1.3 知 fo ,wa) pz(dwa) 非 负 5 可 测 ， 所 以 (1) 中 
第 二 个 积分 让 让 ， 共 次 当 4E 于 | x Fo 时 ， 由 定理 1.10 知 


/ Tadip x ja) := aa x Ha)(A) 
1 wba 


三 / Hal A Hitdon) 
A 


= (fat td) alt 
i 2 


=/ ( falw1, wa) pad] Hla) 
中 tla 
划 : 寺 论 的 第 一 式 对 /= 74, 4 ExFz, 成 六 由 积分 的 线性 性 斋 


知 关 论 对 非 负 于 xs 简单 畏 数 成 立 , 由 单调 收 仇 定理 及 非 负 可 测 
函数 是 某 一 不 降 非 负 可 测 简 单 函 数 序列 的 极限 知 结论 的 第 一 式 对 
非 负 吉 测 函 数 成 立 ， 败 定理 获 证 . 

2. 定理 【Fubini 完 理 ) 设 了 是 于 xz 可 测 函 数 重 了 fdtpi x 
pa) 存在 ， 则 

TSD := fa, fri wa) poldw) ma 一 ae 存在 上 于 可 


htw2) 和 euajmlaay 加 一 ae:(ia] 存在 月 3 可 


2) fo gd fh dnz 部 存在 且 


(1) / afp <) 一/ 9 di =/ khan2. 
D1 x 0 SY2 


3 引 若 站 对 jp x p2 可 积 ， 出 g. 庆 分 别 对 ji,jp2 可 舱 

注 定理 2 实际 包括 定理 1 

证 明 由 于 六 法 相同 ， 所 以 具 证 关于 g 的 论断 ， 又 由 于 复 信 
函数 可 分 实 虚 两 部 考虑 ， 所 以 只 需 考虑 了 为 实 酌 数 的 情形 . 
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] 由 于 fu, yo, fdlp x p2) 存在 所 以 矿产 de xie 
有 限 ， 或 fq, f- dui x 各) 有 限 ， 不 妨 设 后 者 有 限 、 由 定理 1 
知 


/ 站 x pa) 
A x Wa 


-人 ( , f(a) tad) ) Hi{dww1). 


因而 fn, fw) jatdv2) wi 一 a.e.(11) 有 限 且 作为 w 的 卫 
数 ， 对 pn 是 可 积 的 ， 又 由 定理 19 知 太 fwa) p2(dwa) 作为 
wl 的 函数 于 一 可 测 ， 所 以 


Se) = 人 fil 2) Hal dea) 
= 人 六 Cool -人 fo (wc) 2 (dw) 


wi 一 a.e， 有 意义 ( 即 存 在 ) 且 于 - 可 测 ， 故 1} 其 证 . 
2) 由 积分 的 线性 性 质 及 fo (wwa) pz (da) wi ae. fo 
有 限 且 对 pg 可 积 ， 太 ， xs 了 da x p2) 存在 .所 坟 
fo fa x 2) 
1 


=/ ft aa x p12) -/ QI x Hz) 
NN x Nz 


NxN2 


( o,f “Co ws) plain) J (do) 
~/ ( ns f(r) pa(don) )prlden) 
( 


fw wa) po (da) 


第 人 帝 ”乘积 测度 与 无 穷 乘机 概率 衬 间 
-/ fF (or wa) palden) }a (dt) 
a 
/ gi) #1 de ) 
oh 


3) 此 f 了 对 px pz 可 积 ， 则 由 2) 知 0 了 (wp) p22(dw1) 对 
Ha 可 积 ， 故 9 对 站 可 积 ， 襄 

3， 推论 设 yj 是 于 上 的 oc- 有 限 测 度 ， 大 三 12,F 为 
了 x 于 可 测 ， 若 


/ ( [fw wea) jadea) in (do) < 0c. 
na \ dn, 


人 (A. Valley) J eal) < ea- 


了 对 ji x ps 可 积 ， 因 而 


ha xX 12) 
-人 (人 for wn) alds) ua) 


-人 加 fn ws) pilde) jualdoa 


证 明 |F; 为 非 负 四 x 5 可 测 ， 所 以 由 定理 1 知 当 (3) 式 中 
的 了 换 成 || 时 成 立 ， 因 市 当 (1), (2) 有 -成立 时， 了 对 站 x ju 
可 积 ， 由 定理 2. 2) 即 得 结论 . 
可 以 将 定理 2, 推论 3 推广 到 积分 区 域 是 Ge 了 x Fs 的 情 
形 ， 这 只 要 将 定理 2. 推论 3 应 用 到 .Ts 上 即 得 


4. 推论 设 pk, 二 1.2, 古 - 有 限 测 度 空 间 ， 了 为 页 x 恩 
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1) 若 A4 EE .上 二 1.2. 了 174,x 4s 满足 定理 2 或 推论 3 中 了 
所 满足 的 条 件 ， 则 - 


/ FA X 2) 
二 
二 | (/ fan) mata) Hal deoz) 
A A 
=/ (| Honda Paifdoly， 
-41 过 


2) 车 G Ee 于 x 4,. fIc 满足 定理 2 或 推论 3 中 所 满足 的 
条 件 ， 则 


fs dl x pea) 
- 人 (fo fou md)) af 


和 §1 一 伴 ， 上述 结 论 可 以 侄 无 困难 地 推广 到 有 限 维 { 即 有 限 
个 测度 空间 的 ) 屠 积 空间 上 去 现在 我 人 将 它们 投 述 如 下 : 


5， 定 理 设 (nk ap R = 42,…,n, 是 ec- 有限 测度 
空间 ， 了 是 于 x x 和 可 测 国 数 ， 且 了 对 上 xxAan 的 
积分 存在 ， ,站 六. 和 是 09) 的 一 个 管 换 ， 
1 


gj 渤 


” 上 人 ( Fw. wn Ha (dc 和 jis (ds ), 


iE We 


除去 一 个 4 x … x 4 可 测 且 其 py, x … x sy 测度 为 夫 的 
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集 外 ， 存 在 且 可 测 . 


/ f dp x ex pn) 
MX- 


(2) . | 
= |/ g d(H Xo XxX Hie) 
SX Ee 


了 1 一 此 


特别 ， 取 关 = 将 一 1, 1 一 tin, 取得 
/ 了 GT XXX Hn) 
lL om 


(3) -1 (- 4 ft ji (a 0)) ee Ji a) 


若 f 对 上 LL 关 "XX Hn 5] 积 ， 由 | 对 Hi XX Hj 亦 可 积 , 
下 面 的 推论 是 很 有 用 的 . 


6, 推论 设 f 是 于 x… x 可 测 函 数 ， 若 对 (1,2,… ,n) 
的 某 一 置换 {iy ' ;ir ), 有 


人 Ch fo ps (don) ja < co， 


则 / 对 HI XX Hn 可 积 as 因而 {5.2) 成 立 . 

相应 于 由 转移 测度 构 音 的 乘积 空间 上 的 测度 【定理 1.18) 也 
有 类 侯 的 结果 ， 即 

7. 定理 在 定理 1.18 的 假设 下 ， 并 采用 该 处 的 记号 又 设 7 
是 (nt 于 上 的 可 测 函 数 ， 则 对 Xm 的 积分 存在 的 充分 与 
必要 条 件 是 

了 fF={ Wl 1 wn) Ml El sn dn) .Ald ) 

Nl [于 


有 一 有 限 . 
若 上 述 两 积分 都 有 限时 ， 则 f 对 X 可 积 . 
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当 积分 存在 时 
人 fe wd dA 
一 / he 加 A fw on 1 dn) A ) 
注 这 和 针 定 理 由 站 奔 实 隐 相 于 环 而 测度 情形 的 定理 2,5 (与 
人 jn-#)】 相应 的 - -部 分 ) 及 推论 3,6 
( 部 分 ) 的 总 括 ， 其 证 下 法 与 上 六 续 沦 的 相当 部 分 相间 ， 从 上 略 . 
对 于 转移 测度 ， 相 当 于 推论 6 的 结果 是 下 列 的 


8. 定理 设 (2,37), 1 一 142, 为 二 可 测 空 间 ， 和 ,和 %2 分 别 是 
于 及 Di x 了 上 的 一 有 限 转 称 测度 ， 3 轨 为 接 定 埋 1.18 确定 
的 测度 ， 上 是 了 3 一 加 测 函 数 ， 和 若 fo faa?) 存在 ， 全 


utAl :一 人 Moliwl, AlA1 (dot ), 总 丘 于 2. 


刚 是 2 上 的 测度 ， 且 
ff fsaton dvs) Mladen) 
na dn 
= 上 人 fl co 人 Nak, dz A (dw1)] = Flwa) nl dw2). 


9, 推论 设 了 是 于 x… x 可 测 函 数 ， 
1 若 48 E 于 外 二 212, ,nn 了 asx.xAn 的 积分 存在 ， 则 


aa xX xX pn) 


总 


-人 ( (LA Fo om)pa (dns) ) ui) 


其 中 (人 dn) 是 (1, 2,.…- ,nn) 的 任 一 置换 . 
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2) 若 GE x. x FT. Fre 的 积分 存在 ， 则 
frat XX HL 一 
全 


(fe 


人 Cy a 


dp, XX je) ja A 
其 中 Gigsj 有) 性 (4.2. ,nn) 的 一 个 作 换 ， 1 < 
op nk 
Go 
10. 推论 者 人 Fp p58) 二 的 可 积 函 二 1, 


则 码 数 Fl. - ri) 一 = Hi. fel (cn) 是 对 Hl Hn 可 积 的 阅 
数 ， 且 对 一 - 切 A E Fi 让 二 1 


dx XU = Te Jas Fe dx 


圭 ] 半 


Fubini 定理 的 应 用 很 多 ， 我 们 在 此 介绍 它 对 积分 号 下 积分 微 
分 ，L-S 积分 ， 重 级 数 以 及 对 慨 率 论 的 应 用 ， 


11. 引 理 设 民 是 非 负 rr ,下 是 它 的 分 布 函 数 ，s E ib, se)、 


风 


EX* = °/ 1 ~ F(t at. 


站 


困 此 ， 对 任 - r.v.Y 有 
vp PllYI>n) cElY| <1+ PY|> 由 


n=1 二 1 
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证 明 由 期 刻 的 定义 及 Fubini 定理 知 
EX: =/ :| ttP (dr) 
[De 站 .zy 
=-。/ er pstar)dt =s f i FO 
1D,2c} ty 性 
注意 到 分 布 范 数 最 元 人 有 可 数 个 跳跃 点 , 而 可 数 集 的 Lebesgue 测 


度 为 堆 . 所 以 在 上 述 结论 中 F(t) 可 以 换 成 F(1-). 再 令 s 一 1X - 
|Y| 即 得 ， 


ElY| = f PtIY| > t) ar. 
J 
由 不 等 式 P(Y|> nt+1) < 了 1 P(Y|> dt < P(Y|> n) 即 得 
后 一 结论 . 
12. 推论 设 'a.9] 为 一 有 限 区 间 ， 若 对 一 切 we Q, 天 (w) 对 


t 连续 ， 且 对 任何 Gf.) E [a x 0, 10)| < glw).g 对 上 4 可 积 ， 
则 对 一 切 te [a 本 


(1) / (f tule) ‘= (f tes ) ute) 


证 明 若 f.(w) 作为 (.w) 的 函数 3B[a, 引 x 了 可 测 ， 则 对 任何 


t € la, 0]. 


/, (fcr ds < 1 (oa ds 


= 0) yw< no 
2 


所 以 由 推论 3 知 (1) 成 立 ， 
今 往 证 所 (w)( 看 成 是 (4.w) 的 图 数 ) 了 Be. 中 x 于 可 测 ， 令 区) = 
hl 0 


7 


nw-2 
FF) (cw) 二 bp Taal (frm {ww) 十 tw) 
卡 二 Q 


忆 十 
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为 串 [a, 本 x 于 可 测 (因为 Lit st 人 lw, ln) (A 及 bmw) 都 
是 3ia. 引 x 于 可 测 的 ) 而 且 
Jim 下 (2) = Ge) 
所 以 ftw) 是 Bia, 如 x 了 可 测 的 。 口 
习题 
I 应 用 Fubini 定理 证 明 : 若 n& 本 Et" 存在 ， 则 
aa 0 
Et" = 2f t"[1 — FtY' dt ~ a 1™ 1F(E) dt. 
0 
2. 设 e 为 固定 常数 ，c > 0. 由 召 | < se 的 充 要 条 件 是 
>》 P(X| > em] < 60. 
n=1 


特别 是 ， 如 果 对 于 e 的 某 个 值 上 面 的 级 数 收 雍 ， 则 它 对 = 的 所 有 
值 也 都 收 化 


3, 对 于 任何 7 > 0, EIXI < ec 的 充 要 条 件 是 


>" PX| > n) < oo 


4. {分 部 积分 公式 ) 设 gi, i = 1,2, 为 B[a, 阐 上 的 可 测 函 数 ， 
而 所 为 [@, 上 的 分 布 国 数 ， Gi(z) = [gi(w) dFi(w), z € [ab 
且 


‘gitr)| dFilr) < 2c， i = 1,2. 
则 
b 了 
cp-=GgGag- ocean 
其 中 /” 理解 为 人 。 


$3. 所 穷 维 梁 积 概率 205 


5， 试 证 定理 9. 
6. 试 证 定理 10. 
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本 节 要 构造 任意 多 个 慨 率 空间 的 乘积 概率 空间 ， 即 任意 多 个 
独立 ff, 的 概率 空间 . 

1. 乘积 集 的 表示 ， 为 了 本 节 以 及 今后 的 应 用 ,我 们 要 绾 出 乘 
积 集 太 其 元 素 的 一 种 新 表示 法 . 

先 看 原来 的 表示 法 : A1 x x An = {aan): Qk € 
4 天 = 1 2 :7 这 个 表示 法 在 定理 2.5 的 叙述 中 已 经 不 方便 
了 , 需要 申明 天, ,六 -的 顺序 ,更 不 方便 的 旦 无 穷 个 集 的 乘积 
集 的 表示 ， 当 给 定 可 数 个 集 4 ne N, 时 ， 它 们 的 乘 和 ; 集 上 自然 表 
示 成 

二 | XA { (0, na neN}. 


但 定 闵 不 可 数 无 穷 多 个 集 41. te [a,4, 的 彝 积 集 ， 就 有 问题 了 ， 
办 为 te [a, 引 不 能 排序 

出 路 何在 ? 

首先 注意 ， 其 实 (ea .an). (al ,on，……) 是 用 不 着 排序 
的 ， 关 键 是 每 个 坐标 分 基 取 自 什 么 集 ? 这 一 点 福 ak 的 脚 码 “kK* 已 
经 反映 出 来 : ex 取 自 4 因此 (ea fa an) 分 
别 用 集合 符号 fa :不 = 1.2…… :nj {fan: maE 到 ) 表示 亦 可 ， 不 
过 需要 特别 注 明 : ax e 4x. 于 是 ， 我 们 给 出 下 列 任意 多 个 嘛 的 款 
积 集 的 定 闵 及 表示 法 ， 

设 了 工 是 任意 (指标 ) 集 ， 则 给 定 集 类 {4; : i Ee 了} 的 乘积 集 
Q) Therhi:=( 或 xrer hs :=){{o:ie TI}: oe hiel). 
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这 种 袁 示 法 不 再 强调 乘积 集 的 各 因子 集 的 顺序 ， 但 显然 这 个 
定 尽 包括 于 面 所 说 的 情形 、 事实 上 上 ， 4 x… x 4n 现在 就 写成 
1 一 {{ax :FE=1,2 nn EE ARR = 1,2,.-. ,n}. 


这 种 表示 包括 了 很 广 的 内 容 ， 例 如 了 到 美的 映射 了 也 可 以 
表 成 


{fli): ET 

但 是 即 令 是 最 简单 的 情况 , 也 会 有 麻烦 , 例如 (3,3) < [9,2]x[0,] 
的 意思 是 撕 常 明确 的 ， 而 {5. 3 < [o,1] x 0.1] 的 意义 却 不 清楚 
了 ， 对 于 这 种 情形 就 必须 写成 fzt rsj, zi = 3 za = 了 所 以 人 
的 作用 主要 是 理论 讨论 时 方便 . 

为 了 讨论 任意 多 个 概率 空间 和 乘积 空间 ， 还 需 引进 一 些 符 
号 , 首先 将 乘积 o 一 代数 下 x.…x3。 记 成 [1 3 将 Pix…xP。 
记 成 Lx Px. 

设 7 是 任 意 给 定 的 无 限 指 款 集 ， 最 常用 的 是 N, [a,4]. {a,b)， 
[0, 00)，|[0, cel|、 及 ， 丽 .Za，Ra 等 对 - 切 t+ e I. 有 一 概 妾 空间 
”QF Ps). 定义 9. te 了 的 乘积 空间 
Or :一 Tler 人 :一 关上 CT 于 

:= {wr w= {ut): teT}, ween, tel) 


为 构造 了 ,te .的 乘积 c- 代数 ， 要 借助 于 有 限 维 乘积 一 
代数 的 概念 ， 设 上 二 工 为 有 限 集 ， 将 形 如 


Br x Wr ry. Br 所 Te 于 
的 集 称 为 以 Bi 为 底 的 中 的 可 测 注 集 . 
[3) Cr :一 { Brv XxX nr 1 了 Le 了 为 有 限 集 ， Br, 总 [ier,, FT} 


(2) 
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称 为 27; 中 的 可 测 性 集 类 . 称 ol&7) 为 .1 ET 的 乘积 o 一 代数 ， 
记 作 
(4) Fr := [ies Fr :一 Xter Fi := offer 

我 们 先 米 证 明 吕 数 无 穷 维 莱 积 概率 存在 定理 ， 即 

2. 定理 设 (9 于 ,Po n &€ , 尾 给 定 的 可 数 个 概率 空间 ， 
则 在 (9 9 :二 (PR 于 上 有 叭 一 的 慨 率 P 满足 条 件 : 

(1) P {Tes Am x Qs ) = Tess PrlAin), 
wir CKR. 有 限 . A,, Ee Fn,, PE Tr. 

称 满足 (1) 的 概率 PP 为 PnmeR 的 乘积 概率 ， 记 放 Pn, 或 
[ey P,, 或 xnersiP,. 而 (Nu. Fi, Py) 称 头 f (Qa. Fn P,), nn €N, 
的 乘积 概率 空间 ， 

证 明 易 见 e.: 旦 DJ 的 :个 集 代 数 ， 定理 的 证 明和 栋 法 是 先 在 
en 上 定义 一 个 满足 (1) 的 非 负 值 有 限 可 加 集 纯 数 了 P, 且 P(0) = 1 
其 次 证 明 P 在 @ 处 连续 (这 是 关键 ), 因而 P 是 概率 ， 最 后 应 用 
测度 扩张 定理 证 明 存 在 唯一 性 . 

(一 ) 对 一 切 Ce es 存在 万, 及 4E Ice 二 使 和 = 
站 < 人 NT ， 今 
(2) P(C) := (Tier Pe) (A). 

今 往 证 由 (2) 定义 的 卫 在 es 上 非 负 ， 有 限 可 加 且 了 (9 = +. 
让 P 是 Gs 上 的 集 函 数 ， 即 PIC) 与 C 的 表 潜 无关， 兰 


和 三 由 x {lp = a x fa fo, 世 , ET1,1 二 1,2. 


少 


姐 一 di Xx rn; 
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则 4Esenur 且 
过 一 A A Sr 2: 


于 是 由 PP) = 1 知 
(Tsen Pe) (A ) = (Ilser LT Pr ){4) 一 (Tres, Px } (42), 
有 (2) 的 值 与 C 
2) 显然 也 在 en 上 非 负 日 PitQw) = 1, PP 满足 (1). 
3) P 在 &s# 上 有 限 林 加， 由 于 er 是 集 代 数 ， 所 以 只 需 证 
P 在 Cy 上 可 可， 事实 上 ， 若 41, dz € Cn, 且 4 ma4a = 他， 则 在 
在 忆 N 为 有 限 集 ，A' < Fn. 廊 二 1,2, 使 
A 二 A X fan. 
由 4n4o= 各 知 汕 往生 = 各, 故 由 人 2) 
P(A U A2) = Pit UU A) = Pr(A) + Pr (4) 
一 P(A1) 十 P(A2). 
(二 ) 证 明了 在 台 处 连续 ， 即 证 了 明 "各 {4 C E88, An 4 兄 ， 
则 了 (4 一 0”. 为 此 ， 我 们 证 明 它 的 等 价 命 题 : 
“ 若 {4 CC en、 4， 1 且 存 在 > 0 使 对 一 切 m & 到， 
P(a)>e 则 站 2 4 #0 
我 们 的 区 法 是 证 明 存 让 个 点 (21,w2,…) ,属于 - 切 4。( 想 
法 是 考 虚 Bi := {wi eg : 4n(ui) 的 “概率 较 人 "} 而 往 证 
站 se 本) 关 人 @…) 为 此 令 
Qsn := Ten Fr 
Cr>m] :二 {8 x [sntmi :BE Het Fk， N}, 
TF(»n) :一 | FA 
仿 (一 ) 定义 集 函 数 
Pesn(B xX Sm) -一 ( Rm Pr )(B), vBe TI 和: 7 克 ， 
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则 和 (一 ) 的 证 明 一 样 ， 可 证 Pl>w 是 et>m 王 非 负 有 限 可 加 集 函 
数 ， 且 


Pow (T+ 所 一 坟 - 1 AN XX Qsatm) ) 一 pu Pt dk 
此 外 还 可 证 明 


PC =/ 了 > wn)) d(T 1 Pa 
[LE-: 全 
YNREN, AELYy, 
Prsm(A) 


一 / 和 Pesntrm{ Alint1 wnrm)) dl( Ri Pi) 


和 二 1 


证 站 六 区 rm 
事实 上 , 对 一 切 n EN,AEen; 可 设 A= A Xx 人 sn rn > nn, 
4< [3 于 是 
(下 
二 (ai win) E [kn .1 Tk. 
P(4) = (Th Px) (4A) = (II Pr) x (Tara Pe)(A') 


-人 , (TI Pa) (A (we wn) d( Ts Pe) 
=|/ Ptdatw wn)) d( II Pr) 


El Ok 
故 (3) 获 证 ， 同 样 可 证 (4) 
现在 我 们 可 以 实现 前 面 的 想法 : 令 
BI™ :二 {1 El: Pi>1)lAn (wi)) 之 31 


显然 Awtw1) 2 4An+1(w), 因而 
Pisn(Antt)) > Pres) (Antit1)), 
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故 吾 ” 14， 此 外 由 (3 的 证 明知 Pyw(by(w1 放 是 于 -可 测 阿 
数 ， 因 此 Bs 对 一 要 ne 和. 而 灶 -- 雪 neR 


E Pil,) 一 / P., 1 (ni dP 
2 


一 f P, ,1 (A dP 十 / ， PsntAntw dP 
Bt" dB 


~ PifB( 1 一 i, 


(5) Pi TNCY. 


LY 
lm 


由 Pi; 是 Ti 上 的 概率 知 它 在 吕 处 连续 ， 放 由 (5) 知 门 ,ex Bi 
如. 即 存在 C 站 ,ee .Bi 小 即 存在 z1& 人 ,使 Ply(A4(w1)) > 
212. 其 次 ，4otaUe en Pdnato>esr2neR 仿 前 ， 
A 


"yr! _ _ Ey 
BB ) := {v2 ns: Pafdofaea) > 5 }. 
下 


证 症 本 af eg】 一 {4 ni 1) (we 2 J, 完全 重 EN 复 前 留 的 论证 {在 /六 用 {31 
处 换 成 必用 (4)) 知行 在 so 人 4. 使 对 : -区 nm < 站、 


Pl Aniw. 22)) > 127. 
用 同样 的 方法 及 归纳 法 可 证 
了 ae 
有 Pid (o> 


2 入 
入 证 (ae 
对 -tre N. 由 A EE Rs i Hz) E 机， A 加 I TF 


Ey 


总 im 荆 A XX Sn: 
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局 | 


Pisnimn dan: 四 nt 六 之 nr > 0. 


因此 ， 
GF A tl) 
te Qn i 
0. Bl pn F 人 
故 fa ;a 区 4 全 因而 村 一 切 m€ .对 
(nto i nl) 1 2 ) ) 有 


(ol a jE A 
特别 (ai aa 全 门 二 4， 
这 样 就 证 明 P 在 0 连续 . 因而 PP 是 Ey 上 的 概率 且 满足 (2)， 
(三 ) 由 十 Gx 是 集 代数 , 因而 自然 是 半 集 代数 , 而 "es) = 
故 由 测度 扩张 定理 知 满足 (2) ( 即 在 & 上 相同 ) 的 概率 在 J 上 的 
扩张 是 存在 且 唯 一 的 
故 和 由 (至 (二) 知 定 理 获 证 ， 口 
现在 介绍 Tuleea 定 赋 . 它 是 可 数 维 无 穷 磁 积 概 举 定 理 的 推 
广 , 即 申 转移 概率 构造 元 穷 乘积 空间 上 的 概 党 的 定理 ， 其 证 明 方 
法 世 儿 乎 党 金 相 辣 ， 
3- 定理 (Tuleea 定理 ) 没 fw 和 nn & 民 , 是 可 测 空间 ， 
"= TR T= Ti Fr, 
Qs Td, Fy := Her Fn. 
Pet A wD eam nn Ach. 是 QD x Fi n>2, 上 
的 转移 概率 ， Pi 是 中 上 的 概 并 , - 则 在 3 上 有 唯一 的 概 举 Pw 
存在 ， 使 


Pi(C(B) := PMB), Beg™, 
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其 中 CIB) 表示 Fh 中 以 Be Ft") 为 底 的 柱 集 ，Ptm 即 为 以 Px 
代 换 和 丽 山 定理 1.18 确定 的 An 

证 明 首先 注意 由 一 切 C(3)，B < 了 n E N, 组 成 的 集 类 
是 集 代数 es. 和 定理 2 的 证 明 一 样 ， Ps 在 en 上 定义 了 一 个 有 
限 可 加 概率 ， 然 后 完全 类 似 于 定理 2 的 证 明 (二 ) 可 以 证 明 Pn 在 
六 处 连续 (此 事 留 给 读者 作为 练习 ), 内 而 Pr 是 概率 .由 测度 扩 
张 定理 即 得 本 定理 . ” 口 

在 可 数 无 穷 维 乘积 概率 的 构造 问题 解决 之 后 ， 不 可 数 无 穷 维 
的 乘积 慨 党 构造 可 以 很 容易 隐 归结 为 可 数 维 的 情形 ， 这 是 由 于 下 
列 的 

4. 引 理 设 工 为 任 不 可 数 集 ， (QT te 1 是 - 族 可 测 
空间 ， 则 97 中 9 re 工 的 滋 积 r- 代数 

Fr 一 山 ， {Ar 区 nz, : A 全 了 


了 可 黎 


一 U Fr x Wr.. 
了 -_ 心 了 了 
J J 和 


证 明 留 给 读者 (注意 “可 数 个 可 数 集 的 并 仍然 可 数 `)， 


5, 定理 【无 穷 飞 积 概率 存在 定理 ) 没 (9 9 Pie 是 - 
族 概 率 空 间 ， 则 在 它们 的 乘积 可 测 空间 (Rr, 了 Fr) 上 存在 一 个 唯 - - 
的 概率 Pi 使 对 一 切 六 < 了 工 为 有 限 集 ， 对 任何 4 < Fi, te Ty, 有 


(1) Pi {Ter 4 x O70) = Te Pe A0). 
Pi 称 为 Pu t e 了 的 习 积 概率 测度 ， 有 时 记 作 UP: 或 XP 
(97,F7.Pn) 称 为 (3Potez 的 乘积 概率 空间 ， 

证 明 当 了 为 有 限 或 可 数 集 时 ， 前 面 已 证 ， 只 需 考 虑 7 为 不 
可 数 的 情形 . 
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对 一 - 切 4 e971, 由 引 理 4 知 存在 CT 可 数 集 ， 使 
= AT Xx Nn A E Fr, 
由 定理 2 知 在 (0 .3 ) 上 存在 唯一 的 无 穷 乘 积 概 率 测度 Pr . 定 
义 
(2) Pri{(A)} = Pr.{(Ar,). 
此 不 难 证 明 : Py(4) 的 值 与 4 的 表 法 元 关 ，Py 具有 -可 
加 性 ， 由 测度 扩张 定理 知 是 唯 -的 口 
” 象 有 限 维 乘积 测度 定理 对 有 限 个 a.e. 的 独立 的 应 用 一 样 ， 

无 穷 乘积 概率 宗 理 对 于 证 明 无 穷 个 独立 ae. 的 奔 在 以 及 无 穷 个 独 
立 ry. 的 性 质 是 很 有 用 的 ， 为 了 叙述 这 些 应 用 ， 先 给 出 

6. 定义 设 了 为 任 : -指标 集 ，(, 于 P) 为 一 概率 空间 ，{ 4; : 
iET), 若 对 一 切 neN, {il,… ,in}j CI 有 
(1) P(N 4) = IE- PC 

二 1 

册 称 事件 4,, i eT 独立 ， 

若 对 一 切 ie 了 8, 忆 0, 满足 条 件 : 对 一 切 4A; Eee 都 
有 事件 4;, i E 了 ,独立 ， 则 称 举 件 类 B;, i Ee 了 独立 . 

设 对 一 切 i & TX, 是 miis N) 维 实 ry, , 若 事 件 类 

CC, := {{X, < zx}: 也 ER"™:}, zl, 

独立 ， 则 称 rv. Xi, i ET 独立. 

和 推论 1.19. 1.20 “- 样 有 下 列 的 

7, 推论 设 万 是 (9 天.P, 上 的 m, 维 实 rv ie 了 则 在 
乘积 概率 空间 {Q7.F1.Pr) 上 定义 rv- 

wr) = Xl ver = {oii EI} ENR.iEL, 

风 于 ,ET 是 独立 rv.. 且 与 入 ; 同 分 布 ， ie 了 


me 
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证 明 由 挫 论 1.19 的 证 明知 对 - - 雪 n€ NN 人 了 
了 分布， 厂 iE 
独立 . 口 


应 用 乘积 宇 间 的 概念 及 定理 5 (或 单调 类 定理 ) 还 可 以 证 明 下 


列 

8. 定理 设 了 是 什 一 指标 集 ， {人 .了 .P) 个 概率 礼 间 ， 

车 7 一 系 , CF,reT. 和 独立， a Re (ee i ET, 
独立 . 

3) 苦 Ti,iEf 各 谍 了 = 由 er 卫生 ,t+ ET, 例 阿 不 交 ， 
则 乘积 =- 代数 了 1. +e 独立. 

.定理 3 包括 很 广 稚 内 容 . 例如 着 XX,. ie 了 独立 . 工 = ey 大， 
JI, t Ee 了 两 两 不 公 ， 所 是 全 ,B31) 到 令 .3) 的 可 测 函 数 ， 则 
(EDN) teET. 居 独 立 rr ， 

9. 注 应 用 推 记 了 贸然 可 以 构造 具有 任意 给 定 的 分 布 族 的 独 
立 rr, 族 ， 但 是 对 - 些 其 体 情 形 ， 大 们 也 帝 采 用 - : 些 具 全 构造 的 
办 法 . 例如 可 以 用 以 下 办 法 构 的 办 法 , 例如 如 可 以 用 以 下 办 法 构 知 
Bernoulli 序列 { 基 , : 芋 克 } (其 革 ,neN, 独 浆 ， 且 每 一 %, 有 具 
有 两 点 分 布 (014,). pe (0.1)), 考虑 (0.1 30) 在 8 上 
定义 蕊 如 下 : 从 [ 习 形 上 看 ， 将 区 辣 [0.1) 分 成 

Ko := [0.p). t1 := |p. 1). 
令 中 :上 .1 一 ,1}. 及 在 5 上 有 取 值 i. i=0.1, 即 Xj(60) = {0}. 
X61) {1}. f 4 邻 
ano0 :一 i0, p23). én1 := [p2,p). 
S10 := ppP+PL- PN b= P+P(l -pM, 
世 将 Ok 按 长 度 比 p:{1— p) ) 分 成 避让， 本 并。 丹 令 
和 (下 一人， i=0,1, k=0,1. 
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设 Fk en 丰 ， cE {0.1}. 3 = 1 及 Ns 已 经 定 ES 加 将 每 一 
下 按 长 讼 比 记 :1 一 分 成 64 go0. 5k -ka1: 站 定 浆 
六 nl 1 [0.1) 一 {0. 1}. nll i = 了 


不 难 证 明 ; 这 样 定 交 有 ,nn 谎 . 尾 (10,1),B[0. ) 上 的 独立 
Pw, . 日 每 - 所 的 分 布 是 名 ， ) 
当 p= 主 时 ， 六 n 访 . 团 为 1 [0.1 的 二 进位 展开 的 


小 数 点 后 第 m 个 数码 ， 即 


A 
t= 0) 
ni 一 
上 列 j 丫 古 tf) 也 可 如 下 分 析 地 定义 : 令 释 换 
Fip, 日 过 二 < 用 
工人 ={ A hielo. 
. 人 一 站 一 站， 过. 


T= T= TT (t)). RE NN. 


Ea 


Kult) = Tp 加 1) 
人 .nm & 本 的 两 种 定义 的 等 价 性 及 其 独 要 性 留 给 读者 作为 


2 了 J 起 . 
10， 注 由 十 排 论 7， 吴 率 论 中 对 独立 变 基 序列 {包括 独立 

试验 序列 ; 的 各 种 证 论 才 奇 六 理论 (逻辑 ) 基础 ， 下 列 我 们 再 给 出 

Possion 过 程 太 打 他 例子 


例 1 设计 是 取 中 至 数值 的 rw. aa E 可 是 辣 分 布 rv. ， 
ET, < ec 日 只. 有 nnE 度 . 独 这 ， 


而 
EY = EX .EN {Wald 等 式 ) 
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证 明 设 针 = (…), 则 三 与 六 独立 因而 卫 ( xm) = 
Px x Pw, 其 中 Px 表示 天 的 分 布 ， 即 Px(B)=P{(XeB), 对 
一 切 Be By. 


Nw) 
EY = |/ DXnlw) Pldw) 


二 1 


=- /= Px (ds) ) Pulam) 


= fz(¥ xX) Pw(dm) = f mEx Pa(am) 
= EX EN. 
以 下 两 例 曾 在 第 五 章 53 习题 12,13 中 讨论 过 . 
例 2 . 设 工 ,ne N, iid.( 表 示 独 立 同 分 布 ) 且 下 ~ EO) (以 
和 为 参数 的 指数 分 布 ), 令 
Ni) :=sup {nn EN: Vr T < 
则 {NG ; tt 之 0} 为 一 具 参 数 和 的 Poisson 过 程 ， 即 
TD N(0} = 0. 
2) 对 {toy tn} CC R00=t0 < tn NE) — 
N_i 二 1,… ,m, 独立 ， 
3) 对 一 切 t> s>0, Nt)- N(s}) ~ PO(t — 8)). 
证 明 1) 显然 ， 为 证 2), 3), 任 取 0=to < < <ihn < 00， 
计算 ( 设 ne>0 re:= n+ 十 ne.《=1,2,..,m) 
P :=P(N(t)} — N(to) = mn Ntm) — Ntm_1) = nm) 
=P(N( — ry ,Nn) = 7m) 


{4) 
Te TE 二 1 

=P( TT<ti< HT T=1,... ,m) 
此 一 工 ££ 二 1 


以 下 为 易于 理解 分 情形 计算 : 


下 
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1) nl1 = nz 二 := nm = 0, 则 
P= Pin <)= / AeEzBT 一 As1} dsl = ezpbf 一 At 
mm Fl 
™ [> te — tn) 
= TI ezp{ At te ED 
Tp. 
2) 存在 p 之 2, nm1 二 := np_1 = 0, ng > 1 nprl 一 … 一 


nm = 0. 则 


p+1 


Rp 
P= Pl 1 < DY Tt tn< YT) 
二 二 1 站 一 荆 


Tt 十 工 
一 广 -| AP， lexp 区 > sk| Cs1 “den +1 
k=1 


| 
A 

Dur Sk Stp 
和 

S 站 天 


一 ff Mr exp [= 有 si | ds1 .den, 
志 二 1 


1 
1 St 


eo 
x / ， Aexp [一 As] dan,+1 
tn TL 


= exp{—Atn} ff As dns 


wp . 
Ly 
[人 


= ezp{ 一 ts】 // | Nrdu dun, 
" A REtp—Ep 1 


Dy — 


1 
Np 


一 erp{ At } 


Bo tO 
ne 1 


引 设 po=0,i=01. ,7 一 1 npt1i = = np 


= I ez 一 AL — te_1)} 
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和 
mpsti 之 1 npyt1 三 … 三 Rm 三 0, 于 是 由 (4 
Tp 
P= ff Xr exp | — A 3 on 
EE 二 1 
rp 一 1 一 1 。 
tp 1 TY pl a 
1 srtp, .t=1,2 
ds snp + 上 mr， 
Dr 


/ Aexp | 一 AASra， 十 1| ' ds 二 HT 十 1 
tm — Yk Bk 


= esp{—Atm} A 广 / 4 da + -十 my 1 


rp ni 
tk 
Si A 


令 ry = 本 ,二 1,2,… ,7.0 二 0, 并 作 变 换 
了 1 sk 一 起 1 当 太 三 mi 十 1， 
本 st, 其 它 
则 
P = exp{—Mtmn tA Ti , 了 了 1 


下 一 
ke 1 十 1 Uk tp itp; —1 


Ue i 
BE i en 


= ezp{—Atm} Hi, Pt pT 


Tr » —tp-1)] 本 
TR ezp{ 一 AM — #4 1)} P= 


出 此 即 知 (2), (3) 同时 获 证 . 


例 3 ' 设 1， Xo, “sy Tn， Y2, “i 是 独立 TY, Xk ~ E(A), 


wy 


§3. 无 窃 维 莱 积 概率 


Y 遵从 集中 在 (0, cc] 上 的 分 布 &, 令 N(#) 为 满足 条 件 
{Nt) = n} = {Zo + Yi) < “> (和 十 防 ) 十 号 1 > 引 - 


的 rr ， 则 
PLN(t) = 1) = / 本 


(0,1 
其 中 pr” 表示 4 的 n 重 卷 积 ， 
& ((0,d]) := 
(Hx x {1 En) E RY: Z1 二 -十 wn 所 4}) 
由 此 


一 》 P(N(t) = 


n=0 


erp{—At — zr)}u™ (az] 


= exp{— + exp{—At — zw} up™ {dr). 


( 注 函数 2z( 在 再 生 (regenerative) 现象 中 称 为 p- 函 数 ) 
证 明 
了 (CN = n) 


=P (8 (XE Yi) tt SX + Yh) + Xnri > 
=1 k=1 


TE 
= | An -lezp{ 一 入 Dre}dri: .dra 
了 一 1 十 WE} k=1 
D1CTR+y 十 1 
IhO,L yx 之 0 


Rd pdyn) 
记 EY 为 Y = (Yi, ,Yn) 的 分 布 ， | 二 Dp1 Vk, 刚 上 式 
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=/ urlay) 人 Mezp{~A Dd zhjadri 
[uit RL Pk Et k=1 


x / Aezzf 一 Azn+idzrn+i 
Tneit— YY rk |yl 


=- / Ly (dy) 人 Mrezp{ — A(t 一 gl)}ezi 
ES TE rt 


=/ DE A guy (an 
yt : 


= / DO ,A ~ Te (dr). 
【D. 革 


nl 


证 骨 定 理 3 中 定义 的 Ps 在 全 处 连续 . 


drn 


‘Tn 
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符号 测度 的 分 解 以 及 不 定 积分 的 刻 划 是 测度 论 中 重要 论题 ， 
不 定 积 分 的 ”Radon Nikodym 定理 则 是 概率 论 中 -- 般 条 件 期 望 的 
数学 基础 . 而 条 件 期 弓 是 现代 概率 论 的 最 重要 的 基本 概念 之 一 .本 
章 的 日 的 就 是 介绍 这 两 方面 的 内 容 ， 


1. 符号 测度 的 分 解 


本 节 的 目的 主要 是 证 朋 符 号 测度 的 分 解 定 理 (定理 5j， 然 后 
介绍 经 典 的 有 限 变 差 哨 数 的 一 些 性 质 . 

1, 定 闷 设 所 是 全 小 的 一 个 集 代数 ，y: A 一 下 称 为 4 上 
的 有 限 可 加 集 函 数 , 如 果 P(B) =0 日 


nn 


可 U 4A) = 2 p(s) 


太一] 
对 - - 切 两 两 不 交 的 4 E .4 一 10n. 成 立 . 称 w; 4 一 到 为 
4 上 的 -可 加 集 函 数 , 如 果 z(G) =0 且 


2(U 和 AE) -> Pu) 


对 - - 切 两 两 不 交 的 Ap E .4 有 CI. 有 Ui EA 成立， -代数 上 
的 -可 加 集 函 数 也 称 为 符号 测度 , 若 ”不 以 +es 为 值 ， 则 称 yp 
为 有 限 的 . 

设 2? 人 测 空间 (人 ,了 上 的 符号 测度 ， 于 是 村 任何 4 € F. 
(4) + ed) 应 该 有 意义， 因此 如 果 有 - - 4E 于 使 w(4) = 士 oe， 
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则 p(9) = +eo. 所 以 符号 测度 最 多 只 能 以 oo, -ow 之 为 值 ， 类 
似 的 论证 可 知 : 若 pw(4) e 及 ,4 & 于, 则 对 任何 BC A,B e 9, 都 有 
PLB) E 取 . 

显然 非 负 符号 测度 是 测度 , 而 由 推论 5:4.5 知 当 后 f dp 存在 
时 ， 了 在 了 上 对 的 不 定 积分 p(4) := 几 fm 4E 于 是 符号 测 
度 . 再 由 


一 + 一 
ec 上 人 ; dy 人 fadp, AETF, 

知 不 定 积 分 可 表 为 两 个 测度 之 差 ， 自 然 可 以 问 是 否 任 - -符号 测度 
都 可 分 解 为 两 个 济 度 之 差 ? 回答 是 肯定 的 .我 们 现在 来 讨论 这 一 
问题 . 

对 于 符号 测度 ， 有 类 似 于 定理 3.3.2 及 3.3.3 的 下 列 两 条 结 
论 ， 其 证 明 方法 也 完全 类 似 ， 留 给 读者 自己 证 明 . 

2. 引 理 设 w 是 (8, 上 的 符号 测度 ， 则 w 下 连续 : 即 车 
{4n : ne N} CF 5, 1, 则 有 

lim viAn} = pl U An); 
且 w 上 连续 : 即 若 {4; : n 各} CF, 4An |, 日 有 一 m EN 使 
wp(Am} & 及 则 有 
Jim yp(4) = (| 4) 口 


有 一 二 

3. 引 理 设 (了 ) 为 可 测 空 间 ， we 为 了 上 的 有 限 可 加 集 函 
数 ， 者 2 满足 下 列 两 条 件 之 一 : 

1) EE 下 连续 ; 

2) w 有 限 晶 在 8 处 上 连续 { 即 对 任何 {A : m E N} C 下 
An | NiAn 一 侣 ,是 存在 me N, 使 wtA,s)e 民 都 有 

lim wlAn) = (0) = 0), 

则 gp 为 于 上 的 符号 测度 . 
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wlP) = sup plA), P(N) = int 2(A), 
即 vw 在 于 上 达到 最 大 值 与 最 小 值 ， R= PUN,PNN=@. 


证 明 先 考察 对 一 切 A e 了 ,wp(A】 < oo 的 情形 . 
这 时 ， 存 在 一 上 集 序列 {4 : ne N}CcF 合 
lim et da) = sup ¥(A). 
一 加 二 让 
令 4=Us 4 证 明 的 思路 是 将 4 按 下 列 方式 无 限 分 “ 细 ”， 而 


P 就 是 其 中 使 e 取 正 信 的 那些 集 之 并 . 
第 一 次 对 4 的 分 划 为 4 = 41U(4\ 4), 一般 的 第 n 次 分 划 


为 
全 
A 二 UU Asm 中 am :一 门 .4R， 
mr 万 二 1 


其 中 A := A 或 4\ A4. 容易 看 出 : 每 一 次 分 划 都 是 前 一 次 分 划 
的 和 所 以 当 n! 六 开 时 ， 每 一 4 人 都 是 若干 个 Anim 的 并 . 


Anim: 当 PAnm) > 0, 

, 名 ， 当 ed4nm) 至 0， 
即 Bn 为 一 切 使 Pp 取 正 信和 的 Anm(7n 国 是) 的 并 {车 这 样 的 Anm 不 
存在 ， 则 令 B, = 6@). 还 有 当 NN > n 时 ， 每 一 4 ， 或 为 Bn 的 
子 集 ， 或 与 B, 不 相交 ， 所 以 当 NN > n 时 ， 


Bnw :一 也 UL 


= B,, AAT jm) 
1 (,, U ) - (dU, , 
后 一 表达 式 的 集 两 两 不 交 ， 所 以 可 用 可 加 性 ， 因 而 p(Bn) < 
PLBnN). 另 一 方面 ， 由 An, 一 (CAL 门人 六 An_1 NA,) 可 见 An 是 


A ). 
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一 些 4 的 并 ， 于 是 由 B; 的 定义 知 gp(4w) < yg(Bn). 故 
vA) < (Bn). 


令 NW 一 0. 由 的 下 连续 性 (3| 理 2) 即 得 


PhAn) < p(n 也， :一 山 Br 


日 易 风 户 , | P = nmi 所 .注意 到 ”不 取 co 为 值 太 ABR) 2 0 
因而 s(tP) & BR, 利用 ”的 上 连续 性 即 得 


sup of 一 lim 24 去 lim of = 已 )， 
AET na no 


这 就 证 明了 P 的 存在 性 ， 再 令 N := Pe. 则 对 任何 4 e 了 部 有 
2(4") < gtP) < oc, 因而 


PIN) = (DD — plP) < pO) — PLA) = pA). 


故 在 此 情形 下 ， Ne 了 的 存在 性 获 计 , 是 PUN = 09, PNN = 作 . 

对 于 pfl = x 的 情形 ， 则 由 定义 1 后 面 的 计 论 知 对 一 切 
A EF plA4) > -co. 此 时 与 脐 段 证 明 类 似 {或 将 前 面 的 结论 用 十 
-p), 可 证 N es F 的 存在 、，P := we € Ff, 国 而 PUN= 0, 
PNN == 介 成 立 . 口 


5. 定理 {Hahn 分 解 定理 ) 设 yw 是 (9,3) 上 的 符号 测 岩 ， 则 
1) 存在 PN ETF,DPUN=00 PNN = 人, 合 对 一 切 4€F 


有 有 

(1) P(ANP)= sup ylB). 
BEeTT TA 

(2) ANN) = ,int , F(B), 


其 中 于 m4:= {FNMA: FeF}. 
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2) 若 对 任何 4E 于, 令 
P(A}:= P(ANP), 
Pp (A := pANN), 
(pA) =p TA + yp (4). 
则 gt, yp |w| 都 是 了 上 的 测度 ， w*, pg” 有 一 有 限 ， 且 
FP 
Pp oo 分 别称 为 ”的 上、 下 、 全 变 差 . 
证 明 1}. 由 于 证 法 的 类 似 ， 只 证 * 不 取 oo 为 值 的 情形 . 
今 往 证 : 定理 4 的 证 明 中 所 取 的 已 w < 了 符合 要 求 ， 由 定 
理 4 的 证 明知 


= pO) & Sup PA) = vp(P) < oo. 


由 (1) 立即 可 以 看 出 : 对 给 定 的 4 要 证 (1), 只 要 证 对 - : 切 Be 
FMA 有 (ANMP) > 2(B) 如 车 不 然 ， 则 存在 8B & Fn4 使 
P(ANP) < p(B), 于 是 
PP) = PAND)+r eA MNP) < pAB UA ND), 

而 这 与 已 的 特 件 矛盾 ， 故 (1) 获 还 . 

在 此 情形 下 六 = P". 对 给 定 的 4, 车 w(tA4NN)= 一 eo, 则 人 各) 
式 成 江 ; 而 当 vANmN) > 一 oc 时 ， 对 一 切 BE 个 A 则 由 ”不 
取 =e 为 值 及 (1) 得 

pANN)= (A) — pANP) SE plA) ~ tld B= p(B). 
故 (2) 获 证 ， 

2)， 由 (1).(2) 的 右边 知 +， 非 负 ， 而 由 {1}.(2) 的 左边 
知 p+， wp 为 go- 可 加 的 ， 所 以 > . | 中 部 是 于 上 的 测度 ， 再 
由 前 边 的 证 明知 : 当 ?不 以 oc( _) 时 p+ lw-) 有 限 . 由 
p+, yp 的 定义 立 知 有 最 后 的 结论 口 
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定理 5 是 对 符号 测度 而 言 的 .如果 ” 只 是 集 代 数 上 的 c- 可 
加 集 末 数 ， 则 有 


6. 定理 若 yw 是 集 代数 二 .4 的 -可 加 集 函 煞 ， 则 


P=P 一 区 , 


其 中 


pA):=— inf wv(B) 4 
9 (4) Bi a PB 464, 


oA):= sup wlB), AEA. 
BEAMA 
且 of, yp 以 及 jpPl:= p77 十 x 部 是 A 上 的 测度 . 


证 明 参阅 [YWL] 第 三 章 87.1 定理 3. 

定理 5 和 6 的 意义 在 于 指出 :”o- 代 数 或 集 代数 上 的 o- 可 
加 集 函 数 都 可 以 表 成 两 个 测度 之 差 . 从 而 在 许多 情况 下 , 关于 一 般 
z- 可 加 集 函 数 的 研究 可 以 归结 为 测度 的 研究 , 而 测度 比 一 般 a 可 
加 集 函 数 更 容易 掌握 ， 


在 经 典 的 实 变 函 数论 中 ， 与 定理 5 、6 相当 的 是 有 界 变 差 函 
数 的 分 解 ， 现 介绍 如 下 : 


7?. 定义 设 下 为 定义 域 包含 fa, 昌 ,a,5 E 及 ,aa < 了 的 实数 值 
函数 ， 令 


3:= {fitz :0O<k<nj:a=tio < < =b, néeN}, 


tod ep {DF Fea): {a} ed 
本 


若 全 fa < co, 刚 称 三 在 [le 引 上 具 有 限 变 问 ( 或 有 界 变 荆 ). 称 
了 [la 记 为 王 在 [身上 的 变 球 . 类 亿 地 定义 下 在 (-eo, 妊 上 的 
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变 差 及 及 上 的 变 差 : 
VE(—o0,] :三 SUP b> | 人 一 Fltr_1)| : {tr} 所 oo. 中 
EE 


VF{R} := sup 伍 [Ftp} — Fltg_i)|: {tr} Ee 中 
其 中 


docd := {{ti :OKREn}: -oo <to<. <tn=b, neN}, 

R= {{te :OkEn}: 一 oo 一 可 < < 0, neN}. 
因而 如 果 VP(-o0,8] (VF(R)) 有 限 ， 称 FF 在 (-oo,4j (R) 上 具有 
限 变 差 . 若 王 :及 一 及 有 具有 限 变 差 ， 则 定义 

Vr: RoR Vr{z) :一 TY 一 5202 2 € RR, 

设 jp 是 ( 民 ,B( 有 R)) 上 的 有 限 符号 测度 ， 定 义 
人 Fu: RR F(t):= A((-00,2]), 2 €R. 
若 {tx:0<R<n}cCR,H to < < 则 

Dt) ~ Pultees)] = Do la((tr1. ti])| < Nal(R), 


点 一 1 下 一 工 
由 此 Ve, (RR) < |nl{R), 因而 以 , 具有 限 变 差 . 并 且 由 引 理 2 易 知 
它 右 连 续 重 Fi,(-o0) = 0. 
下 面 将 证 明 ”与 六 是 一 对 一 的 ， 为 此 先 证 明 
8. 3| 理 设 下 是 民 上 上 其 有 限 变 差 的 实 值 孙 数 ， 则 
1) F 有 界 且 仅 有 第 一 类 和 间断 点 ，; 
2) Ve[a,; 中 有 以 下 性 质 : 
) Vr oo, = Ve(—o0.a] + Vela,d], a <b,a,beR, 
DY) VE-o00 = lm ow Velad], beR, 
) Ve[asb] = ln Vele,H 车 a < 日 P(a 十 0) = F(a);. 
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3 VF 有 界 、 不 隆昌 Yr(-20) = 0; 

4) 苦 己 右 连续 ， 则 fF 也 右 连 续 

证 明 11F 有 办 疗法 往 证 下 公有 第 -类 间断 点 ， 只 证 对 性 
但 ce fs 要 Fe 存在 否则 车 存在 CE 及 及 ai ep le 
使 得 lm jew) lim vs 天 (上 = 已 .4 关 吾 .不 妨 设 对 性 
fo rE NN, ant pr < en < bh,. 在 在 no 当 n > no 时 ， 
jj 一 计生 Fe) 和 4 < ,二 是 当时 


NaN 
有 A—B 
> > Ea (b.) Tan) 之 NN 总 一 BI| 一 由 二 引 | — Oo 


HT 
2) 由 定义 了 容易 验证 和 1， 为 证 {2), 首先 注意 Yelo. 引 是 a 
的 十 增 函数 ， 因 而 


im Vela.d] = sup Vela, |. 


Lie ub 
另 一 方面， 
(ec, 引 一 sup 也 IEC) 一 下 (or 
一 一 bi 1 


sup Yeltnd] = lim [ae 
tI 


二 
再 利用 全 [一 2 可 2 Wela 对 : 切 m<e 因 而 (2) 成 立 ， 为 证 
93) 只 需 证 Yrlaa + 5 一 0, 当 e 上 | 0， 事实 上 ， 任 给 = > 0, 存 
在 5 > 0 Way e eat 本 时 Plo) FON < 名 男方 
面 ， 存在 a= 要 t=a:6<ty<. < 机 二 刀 使 
ad] < oate) — Ft .1)|+ 3, 于 是 


Ve'g,a+ 人 十 [a + 


< YF Fa + |F(at 6) — FH) 
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PU) -Fol 3 
”了 


之 十 下 机 十 5 二 To 二 全 ; =、 
即 Tree 二 人 <<=. 人) 非 证 . 
3): 显然 部 办 日 不 降 ， 而 由 {1).(2) 知 


lim Ye 一 sc 一 , lim (Ve{—oc,b| ~ Ve[x,H) 
To 


2 


= TE-20.0 Ve(-20,8 =0. 
此 3) 获 证 ， 
应 用 0),{3). 使 用 炎 似 的 方 斌 可 证 4)， 世 
9. 定理 设 上 为 卫 寺 具有 限 变 莽 的 晒 数 . 则 天 可 表 为 两 个 
有 有 界 不 降 困 数 FT+. 到 =r+— -i 
大 了 右 连 续 且 Fe) =0. 则 天- 下- 亦 然 . 


证 明 容易 验证 凸 数 
FL PP 


2 9 
满足 定理 的 要 求 ，“ 口 
10. 定理 设 /为 吕 测 空间 (P .区 上 的 有 限 符号 测度 ， 已 , 由 
(7.1) 定义 ， 则 一 六 决定 (Q. 列 上 的 - 切 有 限 符号 测度 集 与 - 
切 具有 限 变 差 右 连续 日 在 -ce 处 为 零 的 函数 集 之 间 的 一 一 映射 . 
证 明 在 定义 7 下 而 的 讨论 中 , 已 证 已 , 右 连 续 具 有 限 变 盖 旦 
本 (00) =0. 车 jp 及 v 是 使 ,= 玉 的 符号 测度 ， 往 证 = 


人 
人 ~“ 


8S:= {eb]: a<b, a.beR}, 
A:={BEeB: p(B) = (BI}. 
则 对 任何 a,5€ 展 , a < 有 
po 6) = F(t — Bile) = FD) — F(a) = vla,b), 
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于 是 AD28, 而 8 是 了- 系 由 上 ”> 具有 ce- 可 加 性 及 下 连续 性 易 
知 是 一 和 - 系 . 故 由 集合 形式 的 单调 类 定理 知 AD cf(8) = 3, 末 
而 上 = wv. 

今 往 证 上 述 陨 射 是 满 射 ， 即 需 证 : 设 玉 是 型 上 的 右 连续 . 具 
有 限 变 差 且 琴 (-o0) =0 的 函数 ， 则 有 有 防 上 的 有 限 符号 测度 使 
得 FF = ,由 定理 9, 有 两 个 有 界 不 降 右 连续 上 且 在 -oo 处 为 零 的 
函数 Fr+, FF 使 = Ft 一 Ff-. 再 由 测度 扩张 定理 的 推论 3.2.18 
知 FE 分 别 决 定 到 上 的 有 限 测度 jn i2. 令 = jw 一 jp, 则 
显然 有 下 = 总, 故 定 理 斐 证 ， 口 

习题 

1. 设 pw，&1，p2 分 别 是 可 测 空间 (fF) 上 的 符号 测度 和 测 
度 ， 且 品 = 向 一 应 , 则 必 有 gf 和 让 ,2 sa 其 中 e+ pp- 如 定 
理 5 所 定 忱 (这 叫做 Hahn 分 解 的 最 小 性 )， 

2. 设 oo, 天 分 别 是 可 测 空间 (9, 9 上 的 有 限 可 加 集 函 数 和 有 
限 测 度 . 若 对 任何 As: rn EN, 当 jlAn) 一 0 时 有 4) 一 0, 则 
” 是 符 导 测度 . 

3. 试 证 定理 9 中 的 


7 


Ft({s) := bo to tn, en, 


二 1 


F(z) :一 Eb to < en}, 


t=1 
其 中 
一 EE a 3 
pa ® Toe po 人 b> 
0， 当 b<a; gb 当 b<a. 
4. 试 证 下 列 各 函数 在 其 定义 域 上 具有 限 变 差 : {以 下 设 4 < 
5, a,b € R) 
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1) [a; 引 上 的 单调 函数 下; 
2) [a, 是 上 的 Lipschitz 函数 F( 即 ， 下 : [a,6] 一 及, 目 有 一 党 
数 KK 使 对 一 切 zy € [a,, |F(z) ~ FD) < Klz 一 3 
3) 请 在 [a, 四 上 有 有 办 导数 . - 
` 5, 斌 证 有 限 变 差 函 数 有 界 ， 并 举 一 反 例 说 明 逆 命 题 不 真 . 
6. 设 尺 人 是 [上 CC 及 上 上 的 有 限 变 差 因数 ， 则 它们 的 和 差 
积 仍 然 具 有 限 变 差 ; 若 还 有 ipfocc<biGtzj|l > 0, 则 F/G 亦 然 - 
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本 节 将 讨论 不 定 积 分 的 刻 划 问题 ， 即 给 定 测度 空间 (9,F, p)， 
癌 于 上 的 符号 测度 v 满足 什么 条 件 时 , 它 是 关于 的 不 定 积分 ? 
这 就 是 Radon-Nikodym 定理 ， 为 了 其 它 附带 的 目的 ， 将 证 明 更 一 
般 的 Lebesgue 分 解 定理 . 

先 讨论 不 定 积分 应 该 具有 的 性 质 ， 

1. 定理 设 (0,F 了 ,4) 是 测度 空间 ， 了 -可 测 毅 数 了 对 ua 的 积 
分 存在 ， 则 不 定 积分 p(4) := 几 ap 4E 了 于 存在 量具 有 下 列 性 
质 : 

让 若 jp(4)=0, 则 ptA}=0; 

2) wp 是 于 上 的 符号 测度 ， 

3) 若 f a.e. 有限， 上 是 -有 限 测度 ， 则 * 是 co 一 有限 集 函 
数 ， 特 别 当 f 可 积 时 ， ”有 限 . 

证 明 由 积分 性 质 易 见 y 存在 及 1). 2 成 立 ， 今 往 证 3): 

由 于 py 是 ze- 有限 测度 ， 存 在 An, ”< 时 两 两 不 区， 0 = 
UnenAn BB pAn) < cc n EN. 其 次 若 令 B := {w; flw) = to0), 
Bn, := {w: mm+1,me 2F 则 B8，Bm, mE 2 两 两 不 
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交 且 = BU(UmezBm). 因而 8，As 个 Bn. neE 和 ,me2 商 丙 
不 交 且 
二 BU (Le 全 [ne {11 NM Bm }}. 

其 次 由 fF a.e. 有 限 知 p(B8) = 0. 因此 ptB8) =0: 又 

一 9 < mpalAn 门 Brm) < pA 门 Bm) 

=|/ fap < {m+ Da(As NB) < o0. 
EE 


故 w oz 一 有 限 ， 了 习 

不 定 积分 的 性 质 1) 称 为 #- 连 续 性 ，-- 般 地 有 下 列 的 定义 . 

2, 定义 设 (0, 于 .jp) 为 一 测度 空间 、w 是 于 上 的 ~- 集 函 数 . 
若 对 任意 的 4 < 于 px(4) = 0. 有 pf4) = 0. 则 称 ww 为 性 连续 , 记 
作 p 才 4. 

正如 本 节 开 头 所 说 , 我 们 先 证 明 更 广 的 Lebesgue 分 解 定理 而 
将 Radon-Nikodym 定理 作为 它 的 推论 .为 此 先 给 出 下 列 的 

3. 定义 设 (9, 于 站 是 一 测度 空间 ，w 是 于 上 的 -一 集 函 数 . 
者 存在 N & 3 ,u(tN) = 0 使 得 对 所 有 的 A e F, 都 有 

rlAN N'Y = 0. 

其 中 N= NN, 则 称 yy 为 4- 奇异 . 

显然 , 若 六 y 都 是 测度 , 则 yp 为 yy- 奇 异 当 有 目 仅 当 为 pw- 奇 
异 ， 

4. 定理 【Lebesgue 分 解 定理 ). 设 (9,F, x) 是 一 测度 空间 ， 
Pp 是 了 上 的 和 罕 号 测度 ， 且 x, vw 都 是 -有 限 的 ， 则 
(1) = Pe pa, 
其 中 yc 是 某 一 于 -可 测 画 数 f 的 不 定 积分 ， 因 而 是 -连续 的 符 
号 测度 ， 而 ys 是 4- 奇异 的 符号 测度 
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大 这 不 以 一 x 为 作出 we ws 亦 然 
ee 而 是 f 也 是 jae. 唯一 涝 定 ， 基 车 9 记 满 足 
要 求 ， 则 f= g. pa.e.. 

和 称 为 ”的 Lebesgue 分 解 . 

证 明 (4) 过 证 分 解 的 存在 此 由 符号 稠度 的 分 解 定 埋 知 任何 
条 号 测度 均 可 我 成 随 个 测度 的 和 而 有 限 情形 又 是 e- 有 限 的 基础 ， 

南下 面 分 三 个 步 品 证 明 分 解 的 存 硒 凰 . 

1) 由 是 在 虐 测 腻 上 | 竺 ， 
2 js 是 = 一 有 限 疝 度 ， 
3 十 -他 限 符号 测度 、 4 是 o 一 有 限 测 度 . 
和 iE 1) 设 


二 :二 全 ff 二 0. 可 浏 |: Js 
国 为 0e 囊 , 故 现 非 空 ， 取 一 可 测 数 列 {fn < 至 : n& 条} 使 


tim f f= sup / f=: a < yg(0) < o0, 
了 一 CD 了 工 E 生 


H 


令 gn := suppen fi 则 DD < 9g ?f= supnen 各 内 设 
胡 :二 {w : gr {w) = 大 (外 
Bi := A, Bi := AIM NASMNAR, k= 2,...,n, 
- 则 Bo 大 =1 ,n 两 山 不 净 是 
(Bi = (A.=N 
| 六 一 工 
对 任何 4E 于 , 由 单调 收敛 定理 太 Bi C A 得 
fdrn= lim / Fr dr 
/ 之- AnB 


< lim > wp(4n Br) = (4), 
上 大 二 1] 
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. 业 侦 地， 有 了 了 上 =ma 恋 了 E 现 . 
今 往 证 : 
0< waf4) =|/ fadn, A4Ed. 
OS pA) rm， AeF 


就 是 定理 所 要 求 的 分 解 ， 为 此 只 需 证 ws 是 4- 奇 异 的 . 
令 pn := ps 一 上 in, 显然 对 任何 me 机 pn 是 有 限 符号 测度 ， 
由 Hahn 分 解 定理 知 存 在 D。e F 使 对 一 切 4E 9 


的 af 同门 五 <0 pn(AND)> 0. 
取 嘱 := me 则 对 任意 4c 于 及 neN, 
pntAND)= pa(AN DN Dr) SD, 
由 ya 的 定义 即 得 
0 pANnD) < Tp(AND). 
令 一 oo, 注意 到 py 有限， 即 知 对 任意 4< 寺 有 
Pa(ANMD)= 0, 


于 是 为 了 证 明 P。 的 4- 奇异 性 只 需 证 明 pLD) = 0, 而 由 于 
De = US Ds, 所 以 只 需 证 : 


x(Dr)} = 0, vn ce NN. 
. fu 十 21p;)dp 一 ef di 十 Cal nD:) 


=p(4) ~ pA) + ulAN Ds). 
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注意 到 yp,(4nD)=0 及 Ds c De 上 式 
= -we(ANnD') + Eu(An Ds) 
< (A)— pilAN DE) + Ep(AN DE) 
= wtA) -Pal AN DS) < v(A). 
这 就 是 说 二 (1/n)Ip。& ,因此 
«2 { (f+ E10:) dn= ve) + LalDs) = a+ LADs) 
由 于 0<s ea< ec 故 AD = 0. 因此 当 pa 都 是 有 限 测度 的 情形 
下 ， 分 解 的 存在 性 获 证 . 
2) 现在 证 明 : 4, w 是 -有 限 测度 时 , 分 解 的 存在 性 . 此 时 可 
将 中 分 划 为 多 二 UAn, An, 部 夺取 两 两 不 交 且 PAn), H(An), 
< 本 有限. 于 是 pp, 上 4 在 Sma 上 的 限制 是 了 m4, .上 的 有 限 测 
度 .， 利用 1) 中 的 结论 ， 对 每 -- n, 存在 两 个 有 限 测度 pw 全 ,yp 
非 负 于 m 4,- 可 测 应 数 f, 及 NE Fn 4;, 满足 
PAnN A) = vp An NA+ pAnN A), 


0 < pA, N A) = / fo a, 
总 5 门 二 


pAaN ANNE) = 0, p(Nn) = 0,vYA EFS. 


P(A) := 2 po An NA), 
n=1 


PA) := Dv" (AnN A). 
由 .上面 的 规定 及 已 得 结论 易 知 : pf4) = woc(4] 十 wafdj 4€ 
we 是 -可 测 函 数 了 := 守 疙 1 所 I4, 关于 4 的 不 定 积分 ， 最 后 证 
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明 : vy, 是 41- 奇异 的 令 上 := USE 村 则 显 尖 有 MGv)=0 
而 对 于 任意 4e 了 ,有 


pa ANN) 人 WAN ANN® 


+ 


A NN AN NY NM NI:)=0. 


i 1 


这 就 证 明了 : 当 yp, 4 地 0 一 有 限 测 度 时 ， 分 解 的 存在 性 , 

还 应 注意 : 此 时 w.. >。 都 是 测度 ， yp。 是 一 非 负 可 测 阴 数 的 
不 定 积 拖 

3) 最 后 证 明 : 当 p 是 任意 = -有限 符 号 测度 ， 4 是 -有 限 
测度 时 ， 分 解 的 存在 性 . 

由 fabhm 分 解 定理 可 知 : 


六 一 人 一 乳 
其 中 w+, w- 是 两 个 测度 日 有 一 有 限 . 不 妨 设 w- 有 限 . 由 2) 的 
结论 有 
P= to 7 =P + 
其 中 wiz， wz 是 关于 的 不 定 积分 有 wz 有 限 ; 而 w+. yz 关于 
4 奇异 且 py 有限. 令 


则 
FP = Pr ws， 
+ 


且 we 是 甘于 4 的 不 是 积分 个 
异 的 . 

还 有 ， 才 w 不 以 一 x 为 值 ， 则 gw” 有限 ， 因 而 wi， #7 有 
限 ， 故 p。, ys 不 以 -ec 为 值 ， 至 此 分 解 的 存在 性 获 证 . 


: ?2 有 一 有 限 ). ;是 4 奇 
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(B) 再 订 分 解 的 唯 - -性 ， 设 有 两 种 分 解 : 
P= et ps = pet ps 
其 中 we yw' 是 o- 可 吉 、jy 一 连续 的 ， 而 yy. vw 是 5o- 相 加 ，pj- 奇 
异 的 . 因此 存在 NE 了 ae = 0. 上 二 12 使 得 对 任 全 4 & 于， 
有 


DAANNO) = ANNGY = 0. 

令 入 二 MU Nz 则 nu(N) =0. 今 往 证 对 任何 4 E79. 
(9) (二 (= 

先 证 明 2(4) 有 限 的 情 上 开 ， 由 假设 

PA = pl A+ pA) = P(A) + ps (A). 

由 十 el4) 有 限 ， 内 此 yA(4). psd 有 限 。 于 是 
(2) FelA) — p14) = ps( A) -ws 
再 由 w(4) 有 限 知 2(4mn N") 有 限 ， 于 是 由 (2) 有 

pAANN) PANN) = pANN) pelANN). 


利用 ee yp 的 -连续 铂 ，w。. ,的 -有 异性 及 它们 的 可 加 性 
即 得 


pel) -A= PAANN)— pANN') 
= pANND) ~ plANMN') 
= P(ANNIN NG — pAN NS NN) = 
再 利用 (2} 即 得 
(A) 一 weld = 
故 对 w(4) 有 限 的 情形 (1) 式 获 证 . 
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再 证 2(4) = oo 的 情形 ， 由 于 w 是 -~ 有限 ， 故 存在 4,，< 
了 , n EN, 两 两 不 交 使 0 = US id wldn) 有 限 ， 于 是 由 -可 如 
性 及 上 述 有 限 情形 知 对 任何 4s 了 有 
PelA} = Unee(dm An) = Unpc(44 站 4) 一 po(A), 
PsalA) 一 Unops[ 寻 门 An) 二 Unpstad 门 An) 一 ps(A). 


于 是 分 解 的 唯 -性 得 证 . 至 于 了 由 wsae.(A] 决定 是 积分 的 性 质 . 
至 此 ， 定 理 全 部 获 证 . 


在 Lebesgue 分 解 定理 中 ， 当 y 具有 4- 连 续 性 时 ， 就 得 知 p 
为 某 一 消 数 的 不 定 积分 。 于 是 得 到 下 列 的 重要 结果 . 

5. 定理 (Radon-Nikodym 定理 ). 设 疡 是 2 中 的 -代数 于 
上 的 co 一 有 有限 测度 ， ww 为 了 上 的 -有限 、 /连续 的 符 导 测度 . ， 
则 yp 是 某 一 有 限于 -可 浏 函数 六 的 不 定 积分 ， 且 了 由 o 关于 产 几 
乎 唯一 决定 

实际 上 ， 这 个 结果 还 可 以 稍稍 推广 如 于 ， 它 在 定义 条 件 期 望 
时 有 用 . 

5 定理 (Radon-Nikodym 定理 的 推广 )， 设 4 是 9 中 的 
5- 伐 数 于 上 的 0 一 有 限 测度 ，y 为 了 上 的 jy- 连续 的 符号 测度 {未 
必 co- 有 限 ). 则 yw 是 某 一 于 -可 测 函 数 (未 必 一 定 a.e. 有 有限) 的 
不 定 积 分 ， 且 f 由 w 几乎 唯一 决定 . 

证 明 ， 我 们 只 证 明 ”是 测度 旦 2 是 有 限 测度 的 情形 ， 其 它 
情形 由 Hahn 分 解 定理 及 与 定理 4 相同 的 手法 得 到 ， 请 读者 自己 
完成 . 

称 w 在 A 上 oo- 有 限 如果 存在 4u < 了 pt{An) < oo, 于 E 冯 ， 
上 且 un.4 = 4, 令 

咏 := {4 EF 于 :ww 在 4 上 so 一 有 限 }，, 
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3 := sup p(B). 
0 
则 有 一 集 序 列 吾 。e 人 B, n E 使 5 = lim, AD) 令 
吾 :一 U Brn. 
n= 二] 


因 y 在 每 一 B, 上 -有 限 , 故 2 在 8 上 也 oc- 有 限 , 内 而 Be%， 
且 s3= 4(B). 

集 类 于 := 8NnF 了 和 := BemF 分 别 是 以 B 和 Be 为 空 
间 的 zo- 代数， gy 在 及 3。 上 的 限制 也 分 别 是 3 及 了。 上 的 
£ 一 连续 测度 ， 且 由 B 的 定义 知 w 在 了 上 cc- 有 限 ， 故 由 定理 5 
知 有 一 定义 在 BB 上 且 和 可 测 的 函数 卢 使 得 
(0) eol- 人 Ai AeF. 


再 考察 yp 在 fF 上 的 情形 ， 由 /连续 性 显然 有 : 当 jp(4) = 
0, 4E 了 时 有 wi4) = 0. 今 往 证 : 
{2) uA > 0, AE FS = wv{A) = oc， 
事实 上 ， 若 存在 4€ Fo 使 p(4) > 0 而 o(4) < ee. 则 一 方面 w 
在 AUB 上 o- 有 限 ， 因 而 4UB eB, (AUB) < s, 另 一 方面 ， 
由 于 4nB8= 名 有 AUB) = jp(4)+p(B) > s. 这 一 矛盾 证 明了 
(2). | 

由 (1),(2) 知 : 车 令 

7 二 { OO 山 EB:. 

则 sw 是 f 的 不 定 积分 ,至 于 f 的 a.e. 唯一 性 由 积分 的 性 质 容易 
推出 日 

6. 定义 设 (QQ,F 了 4) 是 -有 限 测度 空间 ， ”是 了 上 1- 违 
续 的 符号 测度 ， 则 按 定 理 5. ja.e. 唯一 决定 的 函数 f 称 为 y 关 


于 4 的 Radon 导数 , 记 作 7 = 中 
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由 定理 5 及 定理 5 谋 得 

7. 推论 设 和 ,4 是 人 9 中 o- 代 数 了 上 的 测度 ，jp 为 o- 有 
限 ， 而 为 连续， 车 了 为 了 -J 测 函 数 ， 风 /dX 存在 当 且 
仅 当 1 7 32 dk 存在 ， 且 当 积分 存在 时 ， 有 


dA 
了 roa=f fi dh YA4E 于 . 
下 面 我 们 介绍 Lebesgue 分 解 定理 对 分 布 函数 分 解 的 应 用 . 为 
了 简明 起 见 ， 只 介绍 一 元 的 情形 . 
8. 定理 任意 -- 维 的 有 界 分 布 范 数 下 都 可 以 分 解 为 三 个 有 
界 分 布 函数 的 和 : 


所 一 上 下 .十 工 十 开 。， 
其 中 亚 是 及 上 的 非 负 可 职 Borel 函数 f 对 Lebesgue 测度 的 
积分 ， 即 对 一 切 ze 要 
中 F=f fu 
F. 称 为 PP 的 绝对 连续 部 分 : Fi 是 一 跳跃 函数 ， 即 存在 可 数 个 实 
数 对 (au fi)， 六 > 0.k EN 使 
Fu{x) = > fx， wz & RR, 


Lo 


已 称 为 的 离散 部 分 ; 已 旦 一 连续 分 布 范 数 , 且 它 所 对 应 的 L-S 
测度 对 工 测度 奇异 ， FF 称 为 产 的 奇异 部 分 . 

证 明 设 训 是 对 应 于 下 的 1-5 测度 , 由 于 上 与 下 的 划分 AF 
一 一 对 应 ， 所 以 自然 考察 4 的 分 解 ， 根 据 Lebesgue 分 解 定理 (4 
看 作 那 里 的 w, 3 看 作 寺 里 的 ji). 存在 分 解 式 


HL = Met Hs 
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其 中 jz 是 4- 连续 部 分 ， 可 表 成 及 上 的 非 负 有 限 Borei 郴 数 了 
对 、 的 积分 ， 严 是 -人 奇异 部 分 ， 由 假设 知 pe， 都 是 有 限 测 
度 ， 因 而 了 对 可 积 . 

为 了 得 出 另外 两 部 分 ， 将 ,再 进行 分 解 . 
首先 易 证 : 使 z,({a}) > 0 的 数 a 最 多 有 可 数 个 (读者 试 自 
证 之 ). 设 它 们 是 cx, x & N, 并 令 


fr := h(ar}), kEN, 


ial B}: = > Fr= hl{{ar: arE BH. BEe®B, 
ax 把 号 


Hs :一 Hs— Ha 
咕 然 Had: Hs 都 是 有 限 测度 ， 且 有 


HL = et Hd Hs. 


今 
F(a) = po(-o0 = ff 
Fulz) := pal(—00,2]) = > fe, 
Fr) := F(z) — Fulz} (ey, vz eR. 
则 定理 获 证 . 


注 切 . 定理 8 的 结论 从 理论 上 说 明 : 连续 型 概率 分 布 与 离散 
型 概率 分 布 及 其 非 负 线性 组 合 是 最 常见 的 . 因此 在 较 初等 的 教科 书 
中 ， 以 它们 为 主要 讨论 对 象 是 适宜 的 . 

2}.， 对 一 般 的 ”元 分 布 函数 有 完全 类 做 的 结论 ， 其 证 法 也 相 
同 ， 有 兴趣 的 读者 可 参考 [YWL|] 第 三 章 及 .3 定理 8. 


9. 例 现在 举 一 个 由 Cantor 三 分 集 出 发 构造 的 奇异 分 布 函 
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数 的 例子 证 我 们 先 复 习 Cantor 集 的 概念 ， 令 


Go 一 局 出 {nays 
TEN aE {02}™—1 


1 n-l ] 到 一 十 
Ta := ( 示 ( Dan_k3* + 1), 元 ( San_k3+ 十 2)), 
二 一 二 大 一 1 
(n,2) ENx {0, 2 一 1 


则 三 = [0,1]\ Go 就 是 Cantor 和 集 . 在 DP:=(-oo,0] UGouUll,o0) 
上 定义 函数 下 如 下 : 


0, 当 x < 0, 
1 1] nm 

Fx) :一 (Tl 二 Rk 十 1), 当 z € lina), 
i, 当 z > 1. 


于 是 了 在 DD 上 显然 是 不 降 的 ， 在 Go 的 每 一 构成 区 间 上 为 常数 
且 


lima Flz) = 0, iim F(x)=1. 


今 再 证 在 D 上 一 致 连续 ， 因 为 Go 的 前 2* - 1 个 构成 区 间 
To CK, 6) € {x} x {0,2}771, = 1,… ,中 任何 两 个 之 间 的 距 
离 > 1/3", 而 下 在 从 [0,1 减 去 这 些 构成 区 间 后 所 剩 下 的 2* 个 
不 相交 的 区 间 的 每 一 个 上 的 变 差 为 172", 所 以 有 

1 


1 
OYE TYE Go = OFY) ~ F(z) < pr 


由 此 即 知己 在 DD 上 一 致 连续 . 
由 33.2.3(V1), 习题 13 及 上 面 已 证 事实 知 ， 由 
Fo 一 
定义 的 玉 是 及 上 的 连续 概率 分 布 函 数 ， 且 在 刀 上 与 正 一致 再 
由 于 下 在 吕 的 每 一 构成 区 间 上 为 常数 ，F 所 决定 的 概率 测度 Ac 
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在 上 为 0, 其 jy(D}Y = 0， 男 一 方面 D* = 记 的 Lebesgue 测度 
和 (到 ) =0. 故 玉 为 一 奇异 分 布 函 数 . 口 


习题 

在 下 面 各 题 中 ， 除 特殊 声明 外 ，v 表示 可 测 空 间 (9, 了 ) 上 符 
号 测度 (26 除外 ), w = p+ 一 2 表示 Hahn 分 解 ，8 := wt + 
上 表示 测度 4A,B,:… 表示 了 -可 测 集 . 

1. 车 jtAn) 一 0 (no 00), An EF 时 ylAn) = 0 (n+ 00), 
则 是 连续 的 ; 车 w 是 有 限 的 ， 则 友之 亦 真 ， (提示 ; 首先 ， 
由 pw 前 连续 性 易 知 je 也 是 jz 连续 的 若 其 道 不 真 ， 则 存在 
e >0 与 序列 4An € 了 n € NN 使 得 p(An) < 1127 而 wlAn)| > 8 
于 是 B := im Ay 使 得 A(B) =0 而 [ol(B) 之 E.) 

若 w 是 一 般 符号 测度 时 如 何 ? 

2, 若 {uw} 是 测度 序列 ， 试 证 : 对 任何 me N, 

站 二 Ai 
二 1 

pn 能 否 换 成 en ? 

3. R.-N. 导数 的 微分 公式 : 设 yg 才 v, 且 vw yw' 安 4 则 

dp HO) _ dp | dp 


E EE ER HO— Aa., 
dp _ dd 
dt dda 


4 设 襄 = Rk 一， Dr 二 Ri vk 一 ,其 中 带 有 附 
标的 总 > 都 是 有 限 的 ， 并 且 六 入 i 对 一 切 neN. 则 


2) 若 < 5 对 一 切 neN, 则 Ce ,oh yae, 
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Zn by 
3zgEH 5 村 五 一 ae,， 
(提示 :关于 最 后 一 个 结论 应 注意 :者 对 一 切 n€ 本 jn(An) = 
0, 则 Fiimn ,oo An) = D0. 由 此 可 知 ， 只 要 考察 一 个 特别 选择 的 
dp 乌 nh 
本 一 > fa/ 2 Hk 


k=1 二] 


dv dg dv 加 
:二 一 一 :二 一 一 ， 二 一， 一 工 , 白 ,， 
其 中 六 8 ,gk Ah 阐 守 ,f 琵 3 -a.e..) 


5. 试 证 :; 要 想 了 上 的 集 函 数 4 是 菜 一 了 可 测 函 数 了 对 点 
的 不 定 积分 ， 必 须 且 只 需 > 为 -可 加 ， 且 对 于 每 一 集 4 := {a < 
fh}NnB, Beg, 总 

an(A)} < PLA) < bu(A). 

6. 设 子 对 的 积分 存在 令 w 是 了 关于 4 的 不 定 积分 试 

证 : 


er- 六 0- 人 六 和 
1.3| 二 . 
pi(A) 人 ifl ax 
7. 设 / 为 了 可 测 函 数 ， 且 使 得 下 式 右边 有 意义 ， 则 定义 


J sav= f fae - f fav-. 


称 为 了 对 w 的 积分 . 试 证 : 这 种 积分 具有 可 测 函 娄 对 测度 的 积分 
的 主要 性 质 . 

8， 集 代数 .4 上 的 -可 加 集 明 数 ”可 以 扩张 为 oc(A) 上 的 
符号 测度 的 充分 与 必要 条 件 是 ” 有 下 界 或 有 上 界 . 蔡 w 为 o- 有 
眼 ， 则 扩张 唯一 且 “一 有 限 . 

9. 车 4 不 是 5- 有 限 的 ， 即使 yx 有 限 ， 则 Radon-Nikodym 定 
理 也 不 一 定 成 立 . 
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提示 :考虑 反例 : := [0,1],F 了 := {4: 4C [0.1, 4 或 4* 可 数 ， 
Ad := |4l(4 的 元 数 ). 
2 人 4 可 数 ， 
1， 4 可 数 ， 


3， 条件 期 望 的 概念 


在 概率 论 中 ， 条 件 期 望 是 一 个 十 分 重要 的 慨 念 ， 本 节 的 目的 
就 是 介绍 它 的 一 般 概念 及 性 质 . 由 于 比较 抽象 , 我 们 将 从 初等 概念 
出 发 引导 出 给 出 一 般 概 念 的 途径 ， 以 便于 理解 和 掌握 , 

1, 我 们 知道 事件 4 在 给 定 事 件 B(P(B) > 0) 的 条 件 下 的 条 
件 概率 


P(A|B) := ep 


因而 随机 变 其 在 随机 变量 Y 取 值 于 (y,y + A 的 条 件 下 的 条 
件 分 布 函数 是 
_ PIX<ry<Y <y+ A 


Fx(zly < YY <y+AY) := PoeyY yt A 


进而 随机 变节 X 在 随机 变量 了 取 值 于 (y,gy -+ Ayl 的 条 件 下 的 条 
件 期 望 是 


El[Xly <Y < y+AYy := 


E[XTyecyY cytav}) 
Ply <Y <y+AN 
十 是 随机 变量 X 在 随机 变量 Y = y 的 条 件 下 的 条 件 分 布 函数 与 
条 件 期 望 日 然 应 该 分 别 是 

. PIX<T Vy<Y Cy+AY) 
(DFxlel¥ = = lim, Ply <Y <y+ A 


1 lm PXiy<rsytay)] 
及 TD) 
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由 于 (1),(2) 两 式 的 分 母 经 常 在 Ay 尚 末 物 於 零 时 就 为 零 ， 因 此 很 
难 将 它们 作为 定义 .但 是 将 它们 与 导数 定义 比较 , 并 注意 到 事件 类 
{{y <Y <y+AY}: yeR, Aye {0,0)} 生成 o- 代 数 ofY), 则 
它们 分 别 相当 于 测度 P(X < 2}nB), Bevo(7) 及 ElXIsl, Be 
a 对 Peeri{ 雪 示 了 在 olY) 上 的 限制 的 导数 . 这 就 使 我 们 想 

它 可 以 用 Radon 导数 来 定义 ， 从 而 引导 出 下 询 的 定义 ,为 了 减 
少 肥 六 的 关 绩 ， 先 只 给 出 条 件 期 望 的 定义 . 

2. 定义 设 各, 于,P) 是 概率 空间 ，© 是 于 的 于 oa- 代数 ，X 
的 数学 期 望 在 在 ， 记 PP 在 & 上 的 限制 为 Pe, 则 ElXIsg], B €&, 
对 Pe 的 Radon 导数 称 为 苹 在 o- 代 数 CE 下 (关于 了) 的 条 件 期 
望 , 记 作 瑟瑟 | 上台. 

因为 EIX] 存在 ， EIXIs], 8 & 8, 是 Pe 上 的 符号 测度 ， 
且 Pe 连续 ， 故 由 Radon-Nikodym 定理 的 推广 (定理 2.5) 知 : 
EIXIC]a.e. 唯一 存在 . 若 @ = cl 了 ),Y 为 随机 变量 , 则 由 定理 4.2.9 
知 ， 有 一 Borel 可 测 逆 数 g 使 

E[XIlo(Y)] = g(tY) &.e., 

将 它 称 为 三 在 Y 之 下 的 条 件 期 望 , 并 记 作 EIXIY]. 于 是 自然 可 
以 将 
(1) E[XIY = := g(W), 
认为 是 (1.2) 的 确切 表达 

由 于 P(4) = E[ial, 我 们 称 Ela|8] 下 Er 为 事件 4< 了 
在 e (Y) 下 的 条 件 概率 . 


下 面 给 出 几 个 可 由 定义 直接 得 出 的 性 质 : 


3. 命题 条 件 期 望 具 有 下 列 性 质 : 
0 若 EI[X] 存 在 ， 则 五 下 [XI 存在 ， 且 对 任何 Bet， 


ELx1s]= f Elxlelape = f Elxlelap, 


"~"Vv A 
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码 而 E[E[X|E]] = EX; 
由 此 还 得 到 : 着 节 可 积 ， 则 了 BIXIe P-a.e. 有 限 ， 
{ID 阁 8= 于 或 下 为 8- 可 测 时 ， 则 E[X|8] = ,Pe-a.e.. 
(ID 才 关 是 EX 存在 的 复 随 机 变量 ，X = Xi 二 iX2, 则 
E[X|C] = E[X|®] + iE[X2lO 
= E[XT|C] — E[XT Ie] + i(E[X#|C] ~ E[Xs 1G]. 
证 明 (1) 的 第 一 式 即 定义 , 令 B = 人 即 得 后 一 式 ， (ID,(II) 
由 定义 2 及 积分 的 线性 性 质 即 得 。 口 
4. 命题 条 件 概率 具有 下 列 性 质 : 
(1) 对 任何 4eF,BeC, 有 
P(ANMB) = |/ P(AIE} dP, 
日 


因而 EIP(AIS)] = P(A4). 
(车 4 ee, 则 P(A|8) = 1, Pe-ae.. 


条 件 期 望 与 条 件 概率 还 有 很 多 其 它 重要 的 性 质 ， 将 在 下 节 及 
下 章 子 以 讨论 . 我 们 在 此 提醒 读者 注意 :条 件 期 望 和 条 件 概率 是 概 
率 论 中 两 个 非常 重要 的 概念 , 但 是 它们 又 比较 抽象, 不 容易 掌握 . 
为 了 更 好 地 理解 它 , 我 们 先 讨论 一 些 特殊 的 情形 以 及 与 初等 概念 的 
联系 , 然后 再 作 几 点 重要 的 说 明 , 希望 这 样 做 能 对 读者 有 所 帮助 . 


5. 定理 采用 定义 2 的 记号 ， 则 在 & 的 每 一 非 空 原子 ( 即 除 
@ 及 本 身 外 不 包含 其 它 8- 可 测 子 集 ) BB 上 ， E[XI8] 是 常数 ， 若 
还 有 P(B) > 0, 则 


0 EIX|e] — Fi5; ), XdP, vweB. 


国 此 记 此 常数 为 E[XIAI. 
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证 明 由 于 B 非 空 ， 圳 有 一 we B. 则 由 EIX|8] 为 €- 可 测 
函数 知 

Bo := {w: 卫 居 el = ELXIC](w)} NB ee， 
再 由 we Bo C B 及 原子 的 定义 知 Bo = B, 因而 BIG 在 召 上 
是 常数 ， 记 为 ELIX1B], 则 由 条 件 期 望 的 定义 知 
E[XIBIP(B) = 人 E:XIeldaP = 上 XadP. 

由 P{B) > 0 即 得 另 一 绪论. 口 

这 个 定理 说 明 E[X|G} 在 € 的 原子 上 是 大 的 平均 值 ， 在 这 个 
意义 上 ，E[XI8 是 的 一 个 -平滑 函数 . 由 这 条 定理 可 以 将 定 
义 2 与 初等 概念 以 如 下 方式 联系 起 来 . 

6. 推论 设 {8B, : ne N} CF, 两 两 不 交 上 且 史 = Us Bu( 即 
Bs, n EN 蚌 9 的 一 个 可 数 划分 ), 6 ;= so(B; :下 E 到 , 则 对 任何 
期 望 存在 的 随机 变量 XX 来 说 ， 

下 [|G] = 2 PIX Bn]ls., 


其 中 当 P(B,) > 0 时 ，EIX|B4j 由 (3.0 的 右边 给 出 , 而 当 P(Bn) 
=0 时 ， 也 [XX|B.] 取 任 一 常数 ， 

特别 ， 对 任何 B & 3, P(B) > 0, 令 6 := {@,B, Bn 人 NO}, 则 对 
任何 期 望 存在 的 随机 变量 X 及 随机 事件 4 来 说 ， 

EIX|B| = Fi | XdP, P(AIB)= a . 

这 与 初等 概念 一 致 

最 后 ， 当 := {@.Q} 时 ， 则 有 

E'X|e] = 


证 明 注意 B, 8B 者 是 & 的 原子 ， 再 应 用 定理 3 即 得 口 


i 


是 1 TY 
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7. 例 ” 设 N 是 一 取 非 们 整 数值 的 随机 变量 ，EN 有 限 ; 
工人 是 数学 期 望 有 限 ， 独 立 同 分 布 的 随机 变量 列 ， 上 且 与 六 
独立 ， 试 证 : 


(1) EB: EY Xl = EXEN. 
R=1 
这 个 例子 在 6.3.10 中 讨论 这， 现在 再 用 条 件 期 并 的 概念 加 以 
讨论 ， 


在 解 等 这 个 癌 题 之 前 ， 先 介绍 一 下 它 的 实际 原型 : 

问题 1. 求 在 单位 时 间 内 某 - 平面 区 域 G 上 接受 来 自 宇 宙 粒 
子 的 平均 能 量 ， 由 于 落 入 G 的 粒子 数 NW 是 随机 的 ， 所 以 可 设 它 
是 一 个 取 非 负 整 数值 的 随机 变量 . 而 粒子 的 能 量 也 带 有 随机 性 , 自 
然 可 设 为 独立 同 分 布 的 随机 变量 XX. 于 是 就 将 问题 化 为 求 E. 

问题 2. 设 对 一 母体 进行 简单 抽样 , 但 抽样 是 随机 终止 的 . 十 
是 求 样本 和 的 均值 问题 也 化 为 求 至 . 

证 明 令 8:= olN) =oNn: ne N) 满足 推论 6 的 条 
件 ， 于 是 由 推论 6 及 命题 30D 即 得 . 

四 
E := EIE[D le(A 


(2) EY EY 如 IN 二 可 Fw 
n= 二 | 并 一 1 
其 中 (并 应 用 N 与 TSe ER 独立 ) 
BITw-n 并 Ai Xr] 
P(N =n) 


EI XEN 一 n] 一 
(3) 和 1 _ 
= E[Y Xi]| = nEX. 
k=1 
将 (3) 代入 (2) 即 得 
E= EX nElyn) = EXEN. 


rt=1 
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8， 例 设 XY 是 一 维 连续 型 随机 变量 ， 其 分 布 密度 为 
PpP(z,), (z: 人 < 开 2, 求 瑟 在 了 之 下 的 条 件 期 型 ECX|Y)Y. 

由 定义 2 知 存在 :个 及 上 的 Borel 可 测 函 数 gfg),y € 有 R, 使 
得 E(XIY)=g(Y 了 ), Potyy-a.e.. 再 由 条 件 期 望 的 定义 有 


XAP = Y}dP ,vBe®. 
Pha De 
由 积分 变换 定理 及 Fibini 定理 知 : 对 一 切 Be ®B， 


XdP = 了 XIg(Y)dP 
nN 


YEB 


-人 sowple Wardys 人 人 zpfz,z] dr)dy; 
fg) ap = f ost) dP 
YEB nn 
-人 82TBfpfz. 芒 Griy = f sf re VW dr) dy. 
因此 ， 我 们 有 
f spewar gn pW)ds), A-ae, 


其 中 入 为 Lebesgue 测度 若 令 w = {37 /Plz, dz = 0}, 风 
P(Y € N) = 0, 故而 可 取 
| xzp(z 攻 人 


pd) a 若 [plz.y) dr 0 


c, 车/ plx,y) dr = 0, 


其 中 为 任意 确定 的 常数 显然 ofY) 是 oe(Y) 可 测 的 且 满 足 (1)， 
因而 


ElXIY) 一 oY). Pory) 一 已, 扎 ,. 
9. 注 关于 条 件 期 望 和 条 件 概率 的 几 点 重要 说 明 : 


a 
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1) 在 定义 中 ， 即 令 当 多 取 有 限 值 时 ， 它 在 了 上 关于 P 的 
不 定 积 分 是 -有 限 的 ， 但 未 必 在 子 oc- 代数 e 上 c- 有 限 ， 例 如 
© = {,n ef = ce. 因此 必须 用 定理 2.5' 才能 保证 EIX|8] 的 
存在 唯一 性 , 并 且 EE[XI6] 未 必 a.e, 有 限 , 但 当 X 可 积 时 ， 孔 [无 | 
也 可 积 , 

2) 在 这 一 节 及 以 后 谈 到 条 件 期 望 与 条 件 概率 时 , 均 指 关子 一 
个 给 定 的 概率 了 而 言 的 . 为 了 叙述 简单 , 我 们 一 般 省 去 ‘关于 PP; 
的 定语 . 

3) 由 于 EIX|8] 只 有 在 EX 存在 时 才 有 意义 ， 因 此 今后 一 概 
假定 出 现在 条 件 期 望 符号 下 的 随机 变量 多 的 数学 期 望 { 即 积分 ) 
EX 存在 ， 而 且 为 了 叙述 简单 ， 我 们 常常 在 证 明 有 关 条 件 期 望 的 
结论 时 ， 只 讨论 忒 有 限 或 可 积 的 情形 . 

4) 在 谈 到 E{X|8] 的 a.e， 性 质 时 ， 零 概率 集 均 指 C- 可 测 集 
而 言 ， 即 存在 和 -可 测 集 N,，P{N) = 0, 使 当 we Ne 时 ， 该 性 质 
成 立 . 车 将 了 在 & 上 的 限制 记 成 Pe, 则 可 表 成 Pe a.e. 成 立 . 

5) 给 定 概 率 空间 {RN, ,PP), 8 是 于 的 子 o- 代 数 , 令 下 表示 数 
学 期 户 存 在 且 P a.e. 相等 了 -可 测 函 数 的 等 价 类 的 集 ， 而 8 表示 
Pe a.e, 相等 6- 可 测 函 数 的 等 价 类 的 集 ， 则 符号 Elel6| 是 到 站 
的 碳 射 ， 我 们 称 它 为 给 定 ec- 代 数 E 下 的 条 件 期 望 , 还 有 也 可 以 
将 EEle|8j(s) 看 成 是 由 9 xE 到 系 = [co,cc] 的 函数 ， 而 在 (w, 并) 
处 的 村 就 是 EE[ 基 |8](w), 但 是 要 特别 注意 此 时 是 完 取 定 EIXI|E]{ 它 
是 Pe a.e. 唯一 确定 的 ), 然后 才能 唯一 地 给 出 E[X|Ej(w). 


习题 


1. 设 随 机 安 量 X ~ ?(A) ( 意 指 X 服从 具 和 参数 和 的 Poisson 
分 布 ), 随机 变量 YY 在 给 定 事件 =n 下 的 条 件 分 布 为 


PO mx = (pp m0 
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试 证 : 和 一 了 PPpA). 
2. 用 户 在 单位 时 间 内 向 电话 局 要 求 道 话 的 总 时 间 的 平均 值 
称 为 该 电话 局 的 话 务 基 ， 设 单 位 时 间 内 用 户 向 电话 局 呼唤 的 次 数 
N ~ 了 (0) (表示 NW 服从 中 参数 A 的 Poisson 分 布 ), 而 每 : 用户 的 
道 话 时 间 Xs ~ E03), (表示 Ar 服从 具 参 数 8 的 指数 分 布 ), k & 旬 ， 
则 该 电话 局 的 酒 区 量 是 X13. 
3， 设 一 维 随机 告 最 (YY) 具有 慨 率 分 布 密度 plx. 帮 ; 且 六 
是 可 积 随机 变量 网 EIXIX + 二 3 可 由 下 式 给 出: 
| TP — 2) dr 
Pr 一 了 cd 
4. 设 二 维 随机 配 晤 (. 了 ) 的 概率 分 布 密度 
1 (2 2 


1 vai 
TD = xp - 2p 9 ， 
下 ) 27 v1 — 2 2{1—p? jo TIT2 pe 


其 中 加 > 0, om >0. pe (DD). 试 求 ElY|X = 
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里 于 条 件 概 率 是 条 件 期 望 的 特殊 情形 ， 所 以 今后 主要 讨论 杀 
件 期 望 的 性 质 . 而 条 件 期 单 的 性 项 主 要 有 两 部 分 , 一 部 分 与 数学 期 
良 作 为 积分 的 性 质 相 凋 , 通常 称 之 为 期 望 性 质 ; 另 - 部 分 则 与 数学 
期 望 为 “ 取 半 殉 香 ”的 意 之 相当 ,通常 称 之 为 平 请 性 质 . 下 面 我 们 
首先 讨论 基本 的 期 肩 忻 质 . 

1. 定理 条 件 期 沁 右 下 列 的 期 组 性 质 : 

中 若 针 =a. Po-a.c.. MM) EIXIS| = 0a. Peae. 

[IT 若 oEX +bEY 存在 ， 则 

ElaX -be = aEIXIC) + BEIYIO, Pe ae.: 


fID 若 双 <Y Pae.. WN EIXIC] < E[Y|®], Pea.e.: 
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(IV) {单调 收 钱 性 ) 若 0 < XX 1 X, P-a.e., 则 
0 < ElLX, |e] 1 ELXIE), Pe ~ a.e.; 
(VD (Fatou 收 侣 性 ) 设 站 2 可 积 ， 若 对 任何 n& N,Y & 马 。， 
P-a.e., 则 
Ellim,,_ ,, Xn|e| < lim 
告 对 任何 一 E .XX < 2, 则 
Hm, EY, Cl < 也 Emma Xn,C), Pe 一 ae. 


(VE { 控 制 收 伊 性 ). 设 系 了 可 和 ， 若 和 二 天“ 贸 . 卫 -ac 或 
对 任何 nn ENY < XA, ZH 有, ,PP-a.c., 则 


El[X,|8] — EIX,C, Pu — a.e.; 


证 明 由 定义 3.2， DD ;的 成 并 其 次 由 积分 的 线性 性 质 知 
EloX +487] 存在， 天 加 上 定 久 3.2 可 推出 : 对 任何 Be 有 


上 Elax - 5geP = 上 {aX +651")dP 


-人 Yep+5 人 Y dp 
= f pxledp +6 f ElY|e]aP 
J 8 
=| ap XC) + bE'Y CI dP. 
EE 
{ 注 意 上 式 中 各 项 的 存在 性 部 是 由 EX, EY, aEXX +bEY 的 存在 性 
所 保证 的 ) 上 式 说 明了 EaX ToF7iIG 及 aE[X|O 了 53EIYI8] 在 8 


二 的 不 定 积分 相 灾 ， 闵 曾 南 推广 的 .定理 知 (iD 成 立 ， 
和 再次，、 山 积分 构件 质 及 定 闵 3.2 知 ， 对 任何 吾 Ee 有 


六 sexieep = 上 人 xapsf pf even 
因而 由 积分 的 性 质 ELX|Q] < 于 [YI86J，P-a.e( 作 为 一 个 很 好 的 复 
习 ， 读 者 可 以 想 想 这 里 用 到 闭 些 积分 的 性 质 ). 故 (ID 获 证 . 


EiX,|C). Pe — a.e.; 


-+o 
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(IY) 的 证 明 : 由 (ID 知 玉 [Xnl8] 是 Pe-a.e. 不 降 有 日 非 负 的 ， 

因此 有 -一 8- 可 测 函 数 X' 使 

0 < EIX,ICI TT X', Pe 一 ae. 

再 由 积分 的 单调 收 钱 定理 知 ， 对 任何 Be © 有 
Jim 了 E[X,lC]aP = 人 X'aP. 

男 一 方面 由 定义 3.2 及 单调 收敛 定理 知 ， 对 任何 Be & 有 


lim | ELX,|C]dP = lim / XdP 


-上 人 xap = 人 PExleeP， 


因而 有 
[Xap = 人 Elelep， VB Eee. 
B B 


由 于 XX' 与 E[X|G| 都 是 6- 可 浏 隙 数 ， 圾 X' = ELX|G], Pe-a.e,， 
因而 (TV) 获 证 . 

(WV) 的 证 明 与 Faton 定理 的 证 明 蚌 一 样 的 ， 只 和 需 将 应 用 单调 
收敛 定理 之 处 粗 应 地 摸 成 (TVy 即 可 ( 留 给 读者 作为 习题 ). (VT) 是 
UV)V) 的 直接 推论 ， 口 


条 件 期 望 具 有 与 数学 期 望 相 应 的 一 系列 不 等 式 (在 下 一 章 讨论 )， 
也 可 以 认为 是 期 望 性 质 . 但 是 证 明 时 要 用 到 平滑 性 质 , 并 且 平 滑 性 
质 本 身 在 理论 上 有 很 重要 的 作用 , 所 以 我 们 先 讨 论 条 件 期 望 的 平滑 
性 质 . 首先 有 下 列 简单 的 性 质 -. 
2. 定理 若 &8 与 olX) 独立 ， 则 
EIXIC] = EX, Pe — a.e.. 
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证 明 由 假设 知 对 任何 Be C 来 说 ， I 与 苇 独立， 因而 由 

命题 3.3(T) 知 
ElIpEIX|G] = EllsX] = P(B)EX = ElLIsEX]. 

故 定 理 获 证 . 器 

由 命题 3.3(IT) 其 当 于 是 8- 可 测 函 数 时 ， 

E[X!C! = X, Pe ~ a.e.. 

根据 前 面 的 解释 ， 可 以 认为 EL 外 对 -可 测 范 数 不 再 起 平滑 作 
用 ， 更 一 般 地 有 下 列 的 

3. 定理 若 评 是 -可 测 的 随机 变 綦 ，Y 是 使 EIXY]. EY 
存在 的 随机 变量 (于 -可 测 ), 旦 大 了 之 一 是 实 的 ， 或 XYY 是 可 
只 的 复 随 机 变量 ， 旭 

E[XY|©] = XE[IYIC], Pe — ae.. 

证 明 为 简单 起 见 只 讨论 XY YY 都 是 可 积 的 情形 ， 当 六 为 简 

单 函 数 Jo, CE 6 时 ， 对 任何 eC 有 


f sevleap= | IeYadPp 
BH B 


= |/ pvieap = / TeEIYIeldP， 
BNE BB 


故 定 理 对 此 情形 成 立 ， 因 而 定理 对 XX 是 6- 简单 函数 也 成 立 ， 对 
于 革 YY 痢 可 积 的 情形 ， 则 由 下 列 引 理 立 刻 得 到 . 

引 理 车 久 是 8 可 测 函 数 , 则 存在 8- 简单 函数 列 Xn E 丙 
使 (i) [xX | < [Xi (这 有 im 一度 ， 

在 证 明 引 理 之 前 我 们 先 应 用 引 理 证 明和 定理 的 一 般 情形 ， 事 实 
上 , 取 引 理 的 8- 简单 函数 列 邢 ,, nn E N, 则 |XnY) < |XY|, XY 一 
YY, 因而 XY 可 积 . 于 是 由 定理 对 6- 简单 函数 情形 及 条 件 期 望 
的 控制 收敛 性 其 知 定理 对 一 般 情 形成 六 . 
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现在 我 们 再 来 证 明 引 理 : 当 XX 为 非 负 痕 数 时 


大 
六 :二 > pr 2n CXR 2 EN, 
志 二 Q 


即 符合 要 求 ， 当 X 为 实 函 数 时 ， 则 存在 两 个 C- 简 单 函 数列 X,,， 
neN,i=1.2, 使 0 < Xn 站 7T.0 <1T 玉 -于 是 Xn := In 一 an 
即 符合 要 求 , 最 后 当 著 = XX! +iX? 为 复 可 测 函 数 时 , 则 存在 8- 简 
单 函 数列 Xi,n ENi=12 使 | 和 | < |Xi|, XX: 一 Xi,i= 1,2. 
于 是 X,, := XX! 十 iX2, n < 让 即 符合 要 求 ， 至 此 引 理 获 证 因而 
定理 对 XY.Y 可 积 的 情形 完全 证 天 . 口 
4. 定理 车 Cce, 则 
EIE[LX|IC]|SE] = EI[X|C] = EI[E[X|e|E], Pe ~ a.e.. 
证 明 由 于 EIX|S] 为 8- 可 测 函 数 ， 因 而 由 8 Cc 8&' 知 它 是 
8 一 可 测 的 ， 再 由 EIEIX18]j = EX 存在 及 定理 3 知 
EIE[X|E)|e"] = EIXICIELNE) = ELX|E], Pe — a.e., 
此 即 第 一 个 结论 ， 至 于 第 一 个 结论 ， 则 由 于 对 任何 互 <e( 因 而 
BB & 8) 来 说 ， 由 定义 3.2 其 
/azlxleilaa - f Ex ea 


-人 XdP = f Blxlelar. 
再 由 不 定 积分 的 性 质 即 得 第 二 结论 . 
5. 定理 杀 件 期 望 具 有 性 质 : 奉天 可 积 ， 则 
[EIX|C); < 卫 [| 二 1，Pe -ae.. 


证 明 由 假设 对 可 积 ， 今 
ELX|C](w) = 7(w)e®), 
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其 中 当 rtw) =0 时 ， 取 et =1 并 设 左 = 了 +i2. 人 和 是 实 随 
宙 变 量 ， 则 由 《ID 知 
"= EIXIO! = w( 人 BIG)2 二 (ELZ19)” 
是 e- 可 测 函 数 ， 于 是 由 


iO) 一 | EX "(2) #0, 


1. r{w) = 0, 


知 e-” 也 是 6- 可 测 贡 数 ， 由 条 件 期 疹 的 平 清 性 质 (定理 3) 
IE[XIG)| = EIXIC]le ®* = ElXe “Cl > 0. 
故 对 任何 B € &， 
0 < 上 IEIX|G)laP = 人 Xe dP = If Xe-B aP| 


< 人 xlap = f BlXIlelaP. 


习题 
1， 在 条 件 期 望 的 控制 收 伊 性 (VD 中 ， 其 它 条 件 坞 成立， 将 
太一 多 ,PP-_a.e. 换 成 及 ， 工匠 结果 如 何 ? 
2. 1 车 8, 8' 是 了 的 子 o- 代 数 ，E Cc e' 且 XX' 是 8' 可 测 
的 ， 瑟 XX', EX 有 限 ， 则 
EI[XX'|G) = E[X'EIX|IO]C], Pe — a.e.. 
2) 车 1) 成 立 ， 则 定理 3.4 成 立 ， 
3. 设 了 ,neEN 是 于 的 于 oo- 代 数列 ， 且 ,1 Xn 是 了 -可 
测 的 ， ne NN. 若 对 任何 及 下 > 区 有 
ElX,,|F,] = Xs, (> Xn, < Xn), 40., 


2058 第 七 章 不定 积分 与 条 件 期 记 


则 称 {Xn :nt N} 为 一 Fn 加 {相应 的 :下 款 ， 土 艾 )， 加 (下 1， ~ ,Xn) 
鞍 (下 鞍 ， 上 著 ) 简称 为 驶 (相应 凶 : 下 载 ， 上 著 }. 试 证 明 : 
1) {Xn ; n&} 为 $4 堵 ( 于 靳 ， 上 团 ) 的 充分 与 必要 条 件 


是 
也 [ni 于] = Xa( 相 应 邮 :> Xn, < Xn); 
2) 设 Yr 可 为 独立 随机 变量 序列 ， 若 对 任何 ”< N, 有 
EY = 0 (相应 的 : > 0.< 0), 则 
{Xn := Sy :ngN} 
上 二 1 
为 著 {相应 地 : 下 载 ， 上 团 ). 
*4. 随机 变量 序列 {Xn : n < ZZ4} 称 为 马尔 可 夫 过 程 , 如 果 

对 任何 m”E2E;， 及 BeB, 有 
(1) P(X EBIXI.: ,Ka) = P(X € BIX, a.e.. 
试 证 : (1) 与 下 列 各 命题 等 价 (都 是 指 对 任何 ne 到 + 而 言 ): 
(2) ElY|X1:.. ,Xn] = E[Y|X,), 

VY Eo(Xn+r1). 
(3) ElY Yh Xi Xn = ElY .Yn |Xn), 

Yh E oRnril R= l,m, 
(4) ElY|X1, ,Xl = ElY|Xn], 

YY Eo({Xn :7n > n}). 
(5) P(FBIXn) = PI(FIXN)P(BIX,), 

vBE oN Ki FP ecl{Kn :mm > ny). 
5. 设 随机 变 基 X,Y 满足 
ElY?|e] = XK? a.e,, ElYIe] = X, a.e,, 
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刚 尖 =Y ae. 
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为 了 叙述 简单 起 见 , 我 们 用 避 , 于, P) 表示 任意 固定 的 概率 空 
间 . 注意 到 83 所 定义 的 条 件 概率 与 条 件数 学 期 望 具 有 与 概率 、 数 
学 期 望 非常 类 似 的 性 质 ， 即 : 
1?, 函数 P(4Ie) 具有 性 质 
P(NIC) = 1 a.e.; PIAIC) 2 0ae.; 
P(E AC = TR P(ARIC) ae.， 
其 中 A4,k € N, 两 两 不 交 . 
2°. 函数 E(X|8) a.e. 具有 六 关于 P(E) 积分 的 性 质 ， 即 


E(Dk1 ok7ar|C) = Rl EP (IAC); ae- 
0 & XK, | X= EC(X,]C) 1 ELXIC), ae. 

但 是 ， 并 不 能 由 1°,2° 直接 得 出 召 (XIG) 是 万 关于 P(A4|6)， 
4< 了 于 的 积分 . 因为 BE(XIE) 及 PIC4IG) 都 是 w 的 函数 ， 所 以 谈 到 
ECX|8) 是 XX 关于 P(A|6), 4E 于 的 积分 的 含义 时 应 该 是 指 : 对 
于 每 一 个 w & 9 或 至 少 存在 一 个 与 4 无 关 的 零 概率 集 六 , 使 得 对 
每 一 EN°, E(XIC)(w) 是 互 关 于 P(e)(w) 的 积分 .这 就 首先 
要 求 对 每 个 w < N°, P(4|E)(w), 4 eE olX) 是 otX) 上 的 概率 但 
是 ， 1° 中 诸 性 质 中 的 例外 集 既 与 给 定 的 集 4, A4,k 二 1,2,... 有 
关 , 又 与 条 件 概率 的 取 法 有 关 , 而 o(X) 中 元 未 必 只 有 可 数 多 个 ， 
因此 是 和 否 存 在 共 间 的 例外 零 概 率 集 不 是 显而易见 的 ， 

为 了 解决 上 述 问题 ， 我 们 引进 下 面 的 

1. 定义 设 38 是 于 的 子 c- 域 ，x 玉 上 下 数 Ps(w,A) 
若 满足 


3236 溃 苇 党 不 证 各 分 三 菏 作 斯 红 
二 对 : 著 we Pei 是 内 上 概率 测度 ， 
2] 对 -一 切 4 € ,Pf..4) 是 可 测 函 数 ， 且 在 在 & 可 测 的 
记 概 次 集 汪 . 全 全 
卫 … i DD; AC Lu 全 和 
则 称 Pi A 让 富村 妇 于 在 5 之 下 的 正则 厅 件 概率 . 


3. 例 设 二 ne} 是 全 由 可 浏 分 出 ，6 = of{4,.7n € N}). 


则 
了 过 1 日 了 A > 0: 
P*{w. A) = | TA A Aey 
P(A bn 和 HPIAn) = 0, 


困 了 在 8 之 下 的 正则 条 件 酸 去 

3. 定理 设 Pi(w, 4 [人 x 而 为 和 上 在 8 之 下 的 正 
训 某 件 概 率 ， 针 为 全 i 酒 测 数 ， 则 对 任何 一 个 取 定 的 条 件 期 望 
五 (三 16, 存在 一 个 Po 二 概率 集 下 使 得 


【1 E{X|C)(w) 一 XP (ed), ww EE MF. 


证 明 ”我们 只 需 对 一 切 非 负 可 测 旺 数 证 明 (0 成立， 首 

污 ， 若 蕊 一 La 二 所 1， 出 定 交 这 得 ; 其 次 ， 和 蔡 芒 一 DR QRT A 

Gk > 0， A 6 i =1 .nx. 则 由 条 件 期 望 的 性 质 知 ; 对 取 定 的 

五 [| 如 PLALIEO). = .人 在 {No6, Ni Nn} CC, PONG) 

二 0, 下 二 0,1..…. ,mn, 使 得 
Ef{X (wl 一 和 a arPlAr|C) ol. ED 

下 (Je = Pi Anliw), ie 下 一 一 1 ,Nn, 


令 一 ph. 册 
ESIO = LesPCUnlejtoh， 


3 Pel(w, Arl(w) = 上 人 XP {do") 


wEN., 
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于 是 (1) 对 非 负 于 -… 简 单 沼 数 成 证 ， 闪 站 为 1 性 仙 可 淹 函 数 ， 
则 存 让 3 非 负 简单 函数 列 XX，n E 机 及 0- 可 测 零 概率 集 列 
Ni 下 二 0,1,2,.… .使 得 人 ,1 HH 


ElXIC)." = im PX) wv E NG. 
ELX, EY) = | Xu Pt.ds) 可 
和 
令 六 =Lbz 则 人 0) 成 并 ， 口 
但 是 ， 上 唱和 茶 件 概 党 本 区 总 十 存在 的 ， 反 例 艳 YY 辐 ,p135. 我 
人 六 而 给 出 
4. 定义 各 六 为 让 了 ,PP) 到 距离 可 测 空 间 (三 ,3 上 的 5 本 浊 
卫 射 ，e 为 了 的 子 o- 域 ， 人 x BB 上 的 函数 PX(w.B) 若 满 足 
1) 对 每 个 w, Pitw.*) 是 也 上 的 籽 率 测度 ; 
2) 对 每 个 B= 3B.PS( 中) 是 @ 可 测 函 数 且 
PS(.B)= P(X (BE), 了 Pe 一 ae， 
” 则 称 P&(e 5jfwe BenRnxBE 为 和 在 8 之 下 的 末 件 概率 分 布 - 
与 定理 3 类 似 可 以 证 明 政 述 定 理 
5. 定理 若 筷 是 19,T,P) 到 (五 .3) 上 的 可 测 上 映射 ， 天 在 
于 的 子 = 代数 6 下 的 条 什 概 率 分 布 PE(w,B), (w.BjEQxB3 存 
在 ， 则 对 任何 使 EF(X) 存在 的 (E,B) 上 的 可 测 蚂 数 均 有 


E(f(X)E)) = 人 FaPet do Peace 


6. 定理 若 羡 是 由 概率 空间 (9.3,P) 到 完备 可 分 距离 可 测 
空间 (E,B) 的 可 测 映射 ， 则 对 任何 了 的 子 e, 存在 区 在 8 
之 下 的 条 件 概率 分 布 。 特 别 着 二 二 (Xi. a 为 (FP) 
上 的 可 数 维 实 随机 变量 ，€ 为 二 的 任 一 子 则 存在 蔷 在 € 
之 下 的 条 件 概率 分 布 . 
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为 证 明定 理 6, 我 们 首先 证 明 下 述 一 系列 引 理 . 

7. 3| 理 若 (E,B) 为 距离 可 测 空间 ，P 为 其 上 概率 测度 ， 则 
对 任何 Be B 及 :> 存在 开 集 G 和 闭 集 玉 使 得 FCBCG 且 

PIGAE) < es, 特别 当 (E,p) 完备 可 分 时 ， 可 选 为 紧 集 . 

证 明 若 B 为 闭 集 ， 取 开 集 Gn = {x € EB; plz,B) < 寺 ]， 则 

显然 有 = me 1G。 再 由 概率 的 上 连续 性 即 得 所 需 结 论 ， 令 
太一 {1B eB: Ye > 0,3 开 集 G, 闭 集 下 
使 得 F Cc B CGHP(GF) < el}. 

往 证 A 为 o 代数 . 显然 A 对 求 余 运算 封闭 . 若 {B.} CA, 则 任 给 
s > 0, 对 一切 ne ,存在 开 集 G, 及 闭 集 古 , 使 得 ,Cc BC Cn 
且 PlGn 下 ) < 取 吕 =UnG 忆 = 一 Lissgnoghy 其 中 no 选 
. 择 得 使 PlUsFh\ 让 < 5. 于 是 FCcUsBa CGH PG\F)<e. 
这 就 证 明了 A 对 可 数 并 封闭 ， 因 而 是 ao- 代数 ， 故 定理 的 第 一 部 
分 获 证 ， 

若 吾 完备 可 分 , 先 对 巨 证 明 结 沦 成 六 . 设 {rpsk EN} 为 巨 的 
可 数 稠 集 ， 则 对 任何 =, 召 = UE18(zx, 二 ), 其 中 B(xr, 1) 表示 以 
zk 为 心 ,去 为 半径 的 球 . 对 一 切 = > 0 存在 如 使 P{utn, Blzs, 4) > 
1 一 喜 . 取 玉 一 nw Uf B(xw, 二 ), 其 中 Blzr,1) 是 Blzr,+) 的 闭 
包 ， 则 KK 是 完全 有 界 集 ， 因 市 是 紧 集 ， 是 

P(K®) = P(Un(u 乱 Bo))9 
委 2 PU (UR i B(xxr, 2))°) 
< P(e Blzn 5)") <e 


碍 证 对 任何 Be $3 结论 成 立 . 由 第 一 段 的 证 明知 , 任 给 = > 0， 
存在 开 集 G 和 闭 集 下 使 得 Fc BCG 且 P(G\F) < $5, 又 存在 
紧 集 KE 使 得 P(K*) < ,于 是 MF 是 紧 集 且 

PI(G\(EKNF)=P(G\F)+P(F\(KNF) <e. OO 
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8. 定理 (E,p) 为 可 分 距离 空间 ， 3 是 由 开 集 生成 的 e 域 ， 
则 存在 只 有 可 数 个 元 的 集 代数 A 使 得 3 = ol4), 称 .A 为 B 的 可 
数 生成 域 . 

证 明 设 {zi € N} 是 (，p) 的 可 数 稠 集 ， 则 取 4 为 
{B(zi, ai) :Kn EN 上 的 最 小 集 代 数 即 可 (注意 : 可 数 个 集 
合生 成 的 最 小 集 代数 只 有 可 数 个 集合 . ) 

9. 引 理 设 (E,B) 为 距离 可 测 空间 ， 4, 均 为 晴 的 集 代 
数 ， 有 目 AcAcB,olA)=B. 若 4 为 扩 上 取 有 限 值 的 有 限 可 加 
测度 ， 且 对 任何 4 & A, 存在 紧 集 序列 {CG} C A,C, c 4, ne N, 
使 得 当 # 一 ooe 时 由 Cn) 一 AL4) 则 关 在 4 上 = 可 加 ， 因 而 可 唯 
一 扩张 为 3 上 的 测度 . 

证 明 任 取 4 中 两 两 不 交 的 集 序列 {An}, 且 us 4 = 4< 
A. 对 任何 = > 0, 存在 紧 集 Ce 有 ,CcA 使 

RCI < HC) 十 Si 
而 对 每 一 4s(s .40 存在 紧 集 Cu(s .40 c 4t, 使 
全) < ACT+ 王 
C5 为 开 集 且 
p(C9 < HAn) 二 二 
显然 US1Cs 3 C. 由 有 限 覆 芒 定理 , 存在 自然 数 m, 使 Un_jCs > 
C, 于 是 
on 1H(An) 二 5 Dn (ez(4n ) 十 去 ) 
> THOS) 2 pTICS) 
2 EC) > plUnAn)} 一 <. 
令 = 一 0, 即 得 
并 1 An] FU). 
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相反 的 不 等 式 

DAs) AD 二 
对 任何 有 限 可 加 测度 成 立 . 这 就 证 明了 gn 是 4 上 的 测度 让 测度 
扩张 定理 ， 可 唯一 扩张 为 3 上 的 测度 . 

10. 引 理 者 (Q,8,4) 为 一 测度 空间 ， (EE,3) 为 完备 可 分 距 
离 空间 ， 设 3 的 可 数 生 成 域 为 A, R(w, 4),w & R,4 & B 为 有 限 
非 负 实 函 数 ， 满 足 

1) 对 一 切 4 <e BR{(, 4) 为 8- 可 测 函 数 ， 

2) 对 一 切 4€ 4, 存在 紧 集 序列 {C4 : n € NN}, 每 -~ CXC 4, 

Rliw, A) = im R{w, CA4)， 下 一 ae 


3) 对 一 切 {4 jj C BAnn Am = 名,m 关 n, 有 
RO, UR An) = Dn RO, An), pme., 
则 存在 函数 Uw, 4),w e 9,4 & B, 满足 
匀 对 一 切 we of ) 是 (五 ,3) 上 的 有 限 测度 ; 
5) 对 一 切 4 e B, U(., 4) 是 € 可 测 函 数 且 
(4 = R(., A), 4 — a.e.. 

证 明 对 每 一 4 < A, 按 条 件 2) 可 以 决定 一 可 数 紧 集 序列 
{Ca}, 把 它们 都 添 入 A, 再 生成 一 个 可 数 域 4, 往 证 存在 一 个 8 可 
测 的 4- 零 集 N, 使 得 
(了 Re ) 为 4 上 的 有 限 可 加 测度 , Yw e N°; 

(2) R(w,A)= lim R(w,CH), vAE Aw ENS. 

事实 上 ， 由 总 有限 及 3) 知 ， 存 在 上 堆 集 ( 音 对 <Ee 且 

ad)=0 称 虹 为 上 零 集 ) No 使 
Rlw, @) = 0, EN 了 
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负 于 A 局 有 a 个 证 人 丰 二 1 
省- {18,: 外 


4 为 有 理 玫 全 芒 人 和， ,BC 本 两 两 不 记 ， 由 3 
在 


Pie 人 Pi, BL), Np 
于 让 21 天， 寻 汪 从 上 八代 ,使 
Rd OA we NS. 
N=NU J NE UU Na) 
JU 一 上 {rr r | 蕊 亡 才 


则 (2) 成 立 . 因而 对 一 泣 EN' ,Rlw,) 满足 引 肆 9 的 条 件 . 
因而 可 唯一 扩张 为 也 上 的 有 限 测 | 度 ， 记 作 有 fo 
任 取 定 wo E N", 令 
Ri(w, A), 人 ENAEB; 


Ue, A) = { Rilwo,A), weEeN,AcS. 
显然 5 满足 4, 往 证 5 满足 外 . 由 于 若 以 已 代 忆 使 5) 成 立 ， 
则 上 5 也 使 5) 成 立 ， 令 
A={AeEB: Rt{,A)e— 测 B Ri(,A) = R(, A), 中 一 ae 

由 玉 满 是 3) 易 证 A 为 包含 4 的 集 代 数 且 为 一 系 . 因而 和 =， 
即 5) 成 立 . 口 

引 理 10 不 仅 对 证 明和 定理 6 有 用 ， 而 且 有 其 独 竺 作用 ， 

11.. 定 理 6 的 证 明 . 

证 明 对 每 一 互 < 3, 对 事件 {XX & 8} 取 定 一 个 条 件 期 望 的 
版 本 

P(X € BICYwW), w EN. 
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取 (n,e,Pe) 为 引 理 10 中 的 (9 e ,站 令 

Rl(lw, B} := P(X € BIC)Yw), lw, BENx®B. 
由 条 件 期 望 的 性 质 立 知 五 满足 引 理 10 的 条 件 1) 和 3)}. 由 引 理 7 
及 (EB,p) 的 完备 可 分 性 知 对 3B 的 可 数 生 成 域 中 的 任 一 元 4, 存在 
紧 集 序列 {Cn : ne N), 每 一 CC 4, 使 im P(4\Ca)=0. 即 
Tc T Ta P -~ a.e., 由 条 件 概率 的 单调 收 伍 性 知 存 在 Pe- 零 集 N， 
当 w 攻 时 ， Re 4) = lm R(w,Cn); 因而 引 理 10 的 条 件 2) 
也 成 立 ， 于 是 存在 满足 引 理 10 条 件 4), 5) 的 函数 UU. 

PS(w, B) :一 Uw,B), Yi(w,Blenx®, 


就 是 七 在 8 之 下 的 条 件 概率 分 布 . 
特别 当 * 为 无 穷 随 机 变量 序列 时 ， (R™,BN] 可 以 看 作 由 蚜 
离 
d(x, ¥) := Dn 去 jzn — Yn|: LYE RY 


决定 的 Borel 可 测 空 间 , 由 习题 2.4.10 知 它 是 完备 可 分 距离 空间 ， 
因而 六 在 & 之 下 的 条 件 概率 分 布 存 在 ， 口 


12. 定理 若 (EB,B) 为 完备 可 分 距离 空间 ， P 为 其 上 概率 测 
- 度 ， 则 对 性 何 子 o 域 & c B, B 在 6 之 下 的 正则 条 件 概率 总 存 
在 . 


证 明 在 定理 6 的 证 明 中 取 R(x, B) := PLB|E){z) 期 可 . 


13. 定理 洛 (BE,Brj), = 1,… ,mn 是 完备 可 分 距离 可 测 空 
间 ， (BE5, 3 号 是 前 大 个 可 测 空间 的 和 蒋 积 可 测 空 间 ， 大 一 2,… ,nn 
则 对 其 上 任意 概率 测度 PP, 存在 {Ei,B1) 上 概率 测度 P 及 E*-1x 
PB 上 转移 概率 用 (zl ,zk_1;B), (v1 Zn-1) €E Et", BE 
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3 ,k=2,.…,n, 售 
0 了 加 -大人 me am Be 
Pa {wi, 0 :ny drn}: P(r, dr2)P ldzi). 
证 明 首先 ， (1) 上 成立， 等 价 于 


(2) 
/ flz1,... ,zn) dP 
En 


-大 Go vOgfeB" 


Pa{T1y ee Tn dE) Parri, dro) Pi{dzri). 
今 
nl := {Bl x E,: Ble 3 1 }， 
则 由 定理 12 知 有 一 在 es _i 之 下 的 正则 条 件 概率 
Pi:(x,A), {x,A)}E E™ x Ba 
存在 . 由 于 对 任意 (Zz1) 本 ;Tn—1) (zl "i ,Tn_1) x E,, 是 Cn_1 的 
原子 ， 故 由 定理 3.5 知 等 式 
有 (1 
定义 了 BE" 1x 3。 上 的 函数 ， 而 且 由 正则 条 件 概率 的 定义 易 知 它 
是 (E"!,B"1) 到 (万,,B,) 上 的 转移 概率 . 
我 们 把 P 在 6,_1 上 的 限制 看 作 (Ba-1, B*-!) 上 的 概率 , 记 
作 Pi ,n-1, 由 于 对 任何 Bs € 有 一 1 ,n, 
/ ,Plz Tn, Ban) dP1,.. ,nl 
Ile=: Bx 
一 Pt -li(z ,rn BEB"! x 五 dm 
(3) JTJR=: Be x En . 
= PTI! Be x En)N (E"™-! x Bn)) 
= P(B) x... x B,). 
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由 测度 扩 水 定理 知 记 由 局 太 Pi 唯 -~ 决定 ， 这 就 证 明了 


即 知 B* 上 的 概率 P 由 转移 概率 序列 


Pi(Bi), Plri. B2l,... DR a 1 Brn) 
Br EB aE Enk=1l.... .nn 


» Way- ， ， - 
1 x Br). 


= 2 


是 Eni x BB; 在 Ci! 二 {8"-! 所 Fr : Br 1 筷 4 之 下 关于 
Pi 的 正则 第 件 袜 率 ， 而 


PP sl B= PpP(B™, Be B". 
Pi x(B*) = Pi lB bE Fi 1). B* 加 也 2， 
N=1.....n—o1. 


以 下 使用 归纳 法 证 时 (1) 式 成 立 . 由 (3) 及 测度 扩张 定理 知 
当 n=2 时 (1) 成 立 车 4) (等 价 地 名)) 对 = 二 一 工 成 立 ， 往 
证 对 天 成 立 . 设 下 = B*-! x Bk, 同 证 明 (3) 一 样 的 方法 可 知 对 
任何 B*-! E 了 1 Bk € By, 


Pa x Be)= 上 


Blr) so Tk. BE) aPl... 一 1 
Br 1 


= |/ 了 
E*-1 


其 中 Tpn-i PalT1,* Th-1: Bn) (ZT1,° Tk—1) 名 Eri 是 雪 * 一 1 
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非 负 可 测 函 数 ， 夏 由 (2) 对 大 -1 成立 知 


Pi... 1(B*7! XX Bx) =/ 1 | Tesi{w1s ,XR 1) 
E: dEsa Ex 1 


Xx Ptr RL 石和 1 下 补 1 .1 


“+ lr, dr i (dri) 


Lh | fm Ti) 
EL Es 下 LHFp 


x P(r i dr 1 3 本 全 

“ pes dro) Ddr 。 

因此 (1 式 对 n =k 有 = Bt*-1x Br, B71! Er liEBr 戌 

立 ， 由 测度 扩张 定理 及 {1} 式 右 跑 是 - -个 测度 (为 什么 2) 而 (1) 
对 如 = 下 成立 ， 因 此 (1) 对 -一切 自然 数 n 成 并 口 

下 简介 绍 在 随机 过 稳 论 中 有 基础 意义 的 Kolmogorm 几 容 性 
定理 ， 首 先 引 入 概率 分 布 族 相 容 的 概念 ， 

1】 4， 定 闵 设 7 为 一 无 穷 集 ， 对 每 一 ite, 有 -… 本; 太 | 
(9Q4.90), 车 对 工 的 某 - :有限 子 集 类 中 的 每 一 了 Tw, 有 -性 率 场 
(QT ， 3 ,Pr 其 中 人 Ts 一 Trer, i, FIs 二 Ter, Fi 及 它们 
具有 下 列 性 和 质 : 对 手工 的 这 个 有 限 子 集中 的 任何 两 个 元 Ty, Th， 
TcCTA 及 任 一 4mv € go>， 

PN(A™) = PT (AT™ x Ilers zr ni， 
则 称 诸 概率 场 是 相 容 的 . 

15, 定理 【Keozmroropoa 相 容 性 定理 ) 设 ( 互 .3 为 完 ,f 可 分 
上 距离 可 测 空 间 ， 了 为 一 无 穷 集 ， 对 了 的 任 一 有 限 子 集 7. 有 一 
概率 场 (57*, PB?*,PT™), 它们 是 相符 的 ， 则 在 【五 3) 上 存在 
唯一 概率 测度 PP 使 

) PlAT™Y x Ei\Ts) 一 pI (AT™), 
(1 VAT™ Ec BINw， 有 限 集 Tw c 工 . 
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证 明 (i) 当 工 是 可 数 无 穷 集 时 ， 不 妨 设 了 二 N, 于 是 概率 场 
(BE",B",P"),n € NN 是 相 容 的 , 其 中 5" = [TB, 3B" =I B; 
P" = Pfi…m"， 因 此 由 定理 13 的 证 明知 它们 决定 一 个 转移 概率 
序列 


Pi(B1), Plz, Bz2),: “" P(r "Tnls Brn), "rr 
zk EEE, BeeB,k=1,.,n, 
其 中 
Pri Fn ts Bn) = (PY) "(ge ,Tn BB! x BB,) 
n= 2,.+, 

而 (P”)e"-: 是 在 Ci 之 下 关于 P* 的 正则 条 忻 概率 ， 于 是 由 
Tulcea 定理 知 在 (EN, BN) 上 有 唯一 确定 的 概率 PW 存在 ， 使 得 
P"(B" x TIio Er) = fe, Js, “fs, I (1 Tn) 
xP,lz1 ,Ln drn) Dlr dr2)P (dari), 
vB” eB", 

再 由 定理 13 知 上 式 右 端 即 P"*(B"). 
对 这 种 傅 形 还 需 证 明 对 任意 有 限 集 Tw CN 有 
P" (B™ x Tem, Ba) = PT™(B™Y), BY € Br. 
事实 上 FF， 存在 m 使 Tw Cc {1,-… ,mj}, 于 是 
BN x Tlsem\rs En = (B™™ Tt JI EE) x TI + En. 
因而 由 PN 的 定义 及 PT*, Tw CN 的 相 容 性 即 得 
P™ (B™ x Tsem\ ry BE,) 
=P"™ (BT xTne{l,..,n}\ TyEn) 
= PT (BT™). 
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(六) 设 了 是 不 可 数 集 ， 任 取 了 的 一 个 可 数 无 穷 子 集 TT.， 则 
由 人 知 在 37 上 有 了 唯一 的 概率 P 存在 ,使 得 对 任何 以 Bzw < 
BfTw CTI) 为 底 的 柱 集 BT* x Tcr rw 已， 

PT (BT x Ier. rs, E:) 一 PTs [BT )， 

由 引 理 6.3.3 知 对 任 一 下 :< 27, 必 有 一 工 的 可 数 子 集 工 .， 

使 得 BT = BT x Tien\r. Ei, 令 
PT(BT) := PT(BT™). 

几乎 遂 字 重复 元 穷 弱 积 概 率 定 理 证 明 的 有 关 部 分 ， 可 若 上 式 
定义 的 P7 是 (27,B7) 上 唯一 满足 (1) 的 概率 . 

习题 

1. 设 Xr 是 (90,38,P) 到 (有 R73T) 上 的 可 测 映 射 ee 是 了 
的 子 z 代数 ， 则 PE(w.B), (w,B8)jenxBT 是 Xr 在 8 之 下 的 
条 件 概 率 分 布 的 充分 必要 条 件 是 下 述 二 条 件 同时 成 立 : 


1) Pe(w, B) 是 (0, Cc) 到 | (RT, BT) 的 转移 概率 ; 
2) 对 一 切 BT E BT CERC， 


/ Pt(., BTYdP = PIOCN {Xr € BTH. 
全 
2, 设 到 一 (Xi1, 0 , 汪 n) 是 (R", B", 卫 ) 上 的 样本 本 数 ， 具有 
n 维 正 态 分 布 N(0,D), 令 
Yfz)] = zxzD lr, zeEeR", 
试 求 基 在 ol 了 ) 之 下 的 条 件 概率 分 布 . 


3， 称 随机 变量 序列 恩 ,,n € NN 为 一 马 氏 序列 ， 如 果 * |) 任意 
Be®B, (zl ,zn 1) ER" ,n=2,3,..., 有 


PlXn E BIXL = 31 ,Xn = fn-1) 
二 了 (= E 五 | 五 。 1 一 Tn_1), .8.. 


272 第 七 章 ”不 定 积分 与 条 件 期 望 


苦 给 定 一 组 转移 概率 序列 
PlB), 百 ! GE 有 下 fn 1 Bn), 
PB E B, ral E ER, Nos2,3,..., 
则 有 一 定义 在 祁 率 空间 (本 ,全 ,Po 上 的 马 氏 序列 Xn, n € 于， 
使 得 X 在 万 ，: 之 下 的 条 件 祁 率 
PR E BIX, 1 下 一 已 (za 1 B),ae., 
BEB. zs_1ER, n=2,3...: 


P(x e B= PP{B),BeS. 


(提示 : 将 此 处 的 已,(zx1,-1, Bn) 看 成 是 定理 15 证 明 中 的 
Dlr .Tn 1, Bn).) 
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在 测度 论 和 概率 论 的 研究 中 , 一 个 重要 的 内 容 是 各 种 收 敏 性 . 
本 章 的 目的 就 是 介绍 测度 空间 (8,F,p) 到 距离 可 测 空间 (EE, 3) 
(( 吕 ,机 是 虑 离 空 间 ，3 是 由 五 中 开 集 生成 的 o- 域 ) 上 函数 ( 即 映 
射 ) 列 的 各 种 收敛 丹 念 它们 之 间 的 关系 以 及 测度 的 各 种 收 仇 性 . 


1 几乎 处 处 收 莹 


由 数列 极限 概念 直接 引出 的 函数 序列 收敛 的 概念 自然 是 逐 点 
收 合 的 概念 即 设 fn : 一 E, 对 一 切 [三 但， 当 nooo 时 ， 
万 人 一 Fo 将 此 收效 概念 减弱 一 点 ， 自 然 就 给 出 


1 定义 设 (9,F 4) 是 一 测度 空间 ， (E,3) 是 一 距离 空间 ， 
所 :上 R 忆 忆 ,n € N, 是 它 上 面 定义 的 可 测 函 数列 (更 广 一 点 可 以 是 
-ae. 本 测 函数 ， 此 处 及 本 节 以 下 所 说 可 测 函 数 都 是 指 了: 中 一 
五, 对 -一切 Be 3B,{f Eee 和 的 若 存 在 让 :0 mm 瑟 ,及 一 4A- 零 混 
N, 使 


(1) fr} 一 fii), Vu EN. 


BE Re :jin dn), Fw2)) # 0)) = 0), NI 称 {f, : 1 € 
Njp-a.e. 收敛 于 f, 简 记 作 f 一 ， f( 或 户 一 fp-a.e.), 若 有 一 
4- 零 集 NN 使 对 一 切 e > 0, 对 一 切 we Ke, 存在 no = nolw) 使 当 
n,m > no 时 dfr(o), frm) < eB (fw : ftw)nrn ee N, 不 
是 互 中 基本 列 }) = 中 则 称 {f。: ne N} a.e. 相互 收 伊 ， 简 记 
作 df fn) 二 0 (n,m 00), pa.e.. 
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由 定义 容易 看 出 ( 留 给 读者 作为 习题 ): 

0 车 f 一 了 {fowk EN 为 {1 : ne N} 的 任 一 子 序 
列 ， 则 fi 一 了 当 上 一 oc 时 ， 

2 车 所 一 了 且 天 一 网 了 = 了 1-a.e., 这 就 是 说 几 
平 处 处 收 误 的 隙 数列 的 极限 函数 是 a.e. 唯一 决定 的 ， 

但 是 读者 应 该 注意 , 在 数学 分 析 中 有 下 列 的 命题 :函数 族 {f : 
t & {0,1)} 当 + 一 0 时 收 全 的 充 要 条 件 是 它 的 任意 可 数 子 列 { 户 : 
# 一 0} 收 傅 ， 对 于 ae， 收 敏 来 说 ， 此 命题 的 必要 条 件 仍然 成 
立 , 但 充分 条 件 却 不 再 成 立 , 因为 每 一 可 数 子 列 可 能 有 - -不 收 各 的 
例外 上- 沦 集 ， 这 些 护 - 尝 集 可 以 不 同 ， 天 (ww), t 一 9, 不 收 敏 的 例 
外 集 是 这 些 例外 集 的 并 ， 而 上 一 0 的 可 数 子 列 可 以 有 不 可 数 多 ， 
于 是 (ww), t 一 0, 不 收 钱 的 例外 集 就 可 能 不 是 4- 零 集 了 . 

3) 户 一 六 gn = fn, Hae.. 9 = fHa.e., 则 gn 一 日 一 
(注意 需要 是 同一 p). 

力 设 天 :PRNnEN,k= 1,... ,mm 车 了" = fr LH—a.e., 
RK=1,..,m, CGIzl， 机 ,Tm) 是 R™ 上 的 连续 询 数 ， 则 

GIO, FD) a Gf fm), ae 
特别 若 户 一 大 pp-ae gn 一 9. pae, 则 ftgn 一 了 十 9 Hae 
记名 一 aeyc 记 一 caesfce 为 任意 常数 )i pp 一 | 
上 一 a.e. (7 > 0 任意 ), 若 还 有 fg = 0}( 当 nn 充分 大), {g = 0} 部 
是 4- 零 集 ,由 所/ 四 一 fjg, 4 一 ae.. 

5) 车 (E.d) 完备 ， 则 ,4 -a.e. 收 误 于 { 某 一 ) f 的 充 要 条 
件 是 { 玉 }. pa.e. 相互 收 和 化 ， 特 别 当 (E,d) 为 R* 时 ， 上 述 结论 
成 立 , 

2. 读者 应 该 学 会 对 于 概率 论 中 下 列 探讨 问题 的 方式 : 先 在 给 
定 样本 点 w 时 ， 将 函数 列 的 值 列 {fi(w) : me N} 当 作 点 列 来 讨 
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论 ; 然后 将 有 关 的 论断 转换 成 关于 w 的 命题 ， 下 面 关 于 a.e， 收 
化 的 判别 条 件 就 是 这 种 方法 的 一 个 好 例证 . 为 此 我 们 先 讨 论 { 广 )， 
n EN 收敛 集 的 表达 ， 

读者 一 定 熟 悉 :。f(w) 一 flw), 等 价 于 对 任何 。 > o, 存在 
m = m(w), 使 对 一 切 n> rm 有 丰产 0 f(w)) < s, 也 等 价 于 下 列 
命题 : 对 任意 取 定 的 0 < sx 一 0， EN ), 对 任何 有 e N， 
存在 m = m(k) 使 对 一 切 n> m, d(fa{w), f(w)) < ex, 由 此 很 容易 
知道 

{fr = f= {0 ho) =o fw)} 
= 站 UDP {2 : dfa(w), fw)) < e} 


EO m=1n=m 


= 局 A fedr f) < e) 


(1) n=m 
一 有 0 A {2 : dj， 1(2) ~ cx} 
= NU MN {a f) < er}. 
k=l m=1 n=m 


由 于 Q(z, 胃 是 Ex 忆 上 的 连续 清 数 所 以 {fs 一 了 e. 
类 似 地 可 得 
{atfn, fm) — 0} = 人 U A {dfarr, fn) } < e} 
{2) 
= 广 U A {at 【万 + fn) < ap}, 


k=1 n=1 2 


其 中 sk € NN 是 任意 取 定 赵 于 0 的 正 数列 ， 显 然 fa fm) 下 
0} E 了 于. 


今 往 证 明 下 面 的 ae. 收 合 判 别 条 件 . 
3. 定理 设 六 ,me N, f 都 是 (9,F,p) 上 的 可 测 函 数 ， 则 
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站 所 一 fn 一 0, 的 充 要 条 件 是 
(1) a MU {df 2e)) =0, Ye>o 
二 ] 一 1 


特别 当 & 为 有 限 测度 (自然 对 概率 也 适用 ) 时 ， 六 一 了 当 且 仅 
当 


@) ve>0 xz( U {df f) 2s}) = 0 (nm 00), 
( 民生) 一 一 0. 的 充 要 条 件 是 
(3) Ye>0, a( A U 1 六 Fn) > =] 一 0. 


特别 当 jy 为 有 限 测度 时 ， dh, fm) 一 一 0 当 且 仅 当 


(4} VeyD. a( U {a >:}) 一 0， (no oc). 


(过 ) 当 上 为 一 般 测度 时 ，(2). (和 也 是 (1), (3) 成 立 的 充分 条 
件 . 


明 ( 普 了 二 了 , 则 对 任何 < > 0, 市 (2.1) 

U {eat >)) su YN VU {alfatf) 2 0)) 
{ff})=0. 

上 反之， 车 人 成立， 则 任 取 {4), 0 < sx -+ 0, 于 是 由 {2.1) 知 


sf = =e U A UV {afar f) 2 64}) 


证 
af 从 


们 一 上 


sD VY {Afitef) 2 0}) =0. 


故 所 一 f 当 且 仅 当 (1 成 立 . 
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注意 Ui {ad(fnte: f) 之 a}, 对 n 是 一 不 升 集 列 ， 故 当 i 为 
有 限 测度 时 ， 
eB D {aan >)) = ans( D {lore =o)). 


因而 ， 此 时 (1) 与 (2) 等 价 ， 由 此 即 得 (1) 的 第 二 个 结论 . 由 于 对 - 
一 般 测 度 ,对 切 mE 芝 有 


A AN 局 {dlfa-w. 1 > 8}) < U {ft f) > })- 


技 对 一 般 测度 所 (2) 也 是 fae 的 充分 条 件 . 
(证 df fa) 一 一 0 的 充 要 条 件 是 (31 成立 的 证 明 与 () 的 
证 明 燃 做 ， 今 证 (的 后 一 部 分 . 当 ， 为 有 限 测 度 时 ， (3) 等 价 


(5) Ys > 0， ]izma 人 U. {dt ft fn) )> < = 一 少 


对 …-… 切 KR 
UD {a {a 万 ) 空 =} 
=U (fore td) > 2}U {oi fn) > 3}) 
CU fdr fl) 2 3}. 


D fai A UD {dr fo) ze} 


下 二 1 工 二 1 
由 (5) 即 得 (全 对 一 般 测度 pg. (和 纤 售 (3) 是 显然 的 口 
注 在 役 冻 论 中 ， 册 于 习惯 工 称 QQ 为 必然 事件 ， 因 此 对 rr 
Kn = XX Po ae (Hi dK, Km) — 0, P— ae 小 很 多 文 献上 
称 为 “几乎 必然 (almort sure) 收 各 "， 记 作 成 ， 一 一 六, (相应 地 
d{ Xn Rm) 一 OD. a.s.}. 
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{F nm ES ae 收 伊 有 一 个 党 用 的 充分 条 件 ， 为 了 叙述 和 
证 明 亡 ， 先 来 叙述 一 个 关于 事件 列 4,, me N, 无 穷 次 发 生 〈 记 和 作 
4wi.0.) 的 充分 条 件 ， 即 著名 的 

4, 引 理 (Borel-Cantelli) 设 (Q ,于 ,n) 是 一 测度 空间 ， {4A， : 
neEN}jcF 若 


(1) SAA) < bo, 


则 ( 记 {45 io = 全: ww 属于 An ne€ NN, 中 的 无 穷 个 
(2) (NU Ae) =p(Anio)=0. 
n= 二 1 k= _ 

证 明 显然 {4 io,} 一 Mi UU Ak, 于 是 对 一 切 ncN, 

(3) a( A U Ax) < a( U Ax ) < D(Ai), 
NN = k=n 

由 (1) 知 im 下 放 w JA(Ak) = 0, 故 在 (3) 中 令 ”一 oo 即 得 
(2). 口 

由 Borel-Cantelli 引 [ 理 立 得 

5. 引 理 设 六 记 , n& NN, 为 可 测 函 数 ， {er : EN} 为 正 数 
列 ， 若 EX 一 昌 且 


(1) > dfi, ff) > eg) < o0, 
点 二 1 . 


则 一 f. 
证 明 因为 对 一 切 > 器, 存在 0 一 note), 使 对 一 切 n> Mo, 


En TE 


Ee 5 x({atfin f) 2 6)) 


卡 二 mm 


8 


a ({d(fs, f) > ei}). 


it 


k= 


MY Rt TY 
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在 上 式 中 令 m 一 co, 由 (1) 知 (3.1) 成 立 , 因而 由 定理 3 知 疡 一 ， 
f, 口 


对 相互 收敛 也 有 类 傣 的 充分 条 件 ， 即 


6. 引 理 设 所 , n EN 为 (RQ,F) 到 (E.B) 的 可 测 映射 ， 如， 
ne N 为 止 数列 ， 若 并 已 2 < oo, 且 


全 3 plad(fari fn) > 6n) < oo， 


好 一 二 
则 RU ahnwv; 到 ) > 有 一 0 对 一 切 s>0 成 立 因而 所， 
n E 于, ae. 相互 收 敦 . 
特别 ， 车 还 有 (E,d) 完备 ， 则 fn & 机. 收 化 . 


7. 定理 {Egorov) 设 ”为 (0,F) 上 的 有 限 测 度 ，j, ,nn& NN， 
为 (9,) 到 (E, 加 ) 的 可 测 映 射 ， 车 万 -一 f, 则 对 任何 5 > 0, 在 
在 As < 了 ,使 得 jp(A5) < 而 
(1) sup dfnlw), fw)) oo 0, 


= 


即 所 请 fi 几乎 一 致 收敛 于 了 . 
证 明 ,在 妃 上 一 致 收 仑 于 了 当日 私 当 对 任何 m > 1, 存在 
nlm), 使 对 一 切 n> nm dw Fw) < 1im, 对 一 切 weA4 
成 立 ， 即 


N 站 {dfatm+uf) < 2} > 4. 
而 由 定理 3( 过 知 对 切 E > 0， 
a( VU {dfn fe)) —0, 
于 是 对 一 切 mm & N, 存在 ntm) 使 


中 es 顽 
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令 
4 DD {oen: doorvlo 7) = +} 
m=1 v1 mm 


于 是 x(A8) < 6, 且 在 4s 上 f 一 致 收敛 于 f， 口 


习题 

1. 证 明 引 理 6. 

提示 : 证明 对 一 切 : > 0, 存在 mw 使 当 n> no 时 ， 立 人 到 < 
s, 且 对 一 切 v>1 有 


{d(furv fr) 2 e} c U {d(fier1 Fi) 2 54}. 


2, 车 (0, 他 A) 为 测度 空间 ， {B,, 如 撩 N} CF, 上 用 存在 > (0 
使 得 对 每 一 ns N, u{B。) > 5, 试 证 在 Q 中 至 少 存 在 一 个 点 属 
于 无 穷 多 个 吾 。. 

3. 概率 空间 (9.3,P) 上 的 随机 变 其 列 X。 一， 三 有限， 试 
证 对 任何 = > 0, 存在 MM(s) > 0, 使 得 Plsup|X,| < Mie)) 1 " 

4， 对 概率 空间 { 欠 . 了 ,P) 上 的 任何 随机 变量 列 {X,,,n < N}, 
存在 常数 序列 {4%,n & N], 使 得 X,/ 4 一 0. 

5. 举 一 上 反例， 说 明 当 4 不 是 有 限 测 度 时 ， Egorev 定理 不 成 
立 . 


5 依 测 度 收 敛 


比 ae. 收敛 (或 a.s. 收 倒 ) 较 弱 (对 有 限 测度 而 言 ) 一 点 的 概 
念 是 “ 依 测 度 收 合 ", 它 在 概率 论 中 有 很 重要 的 意义 ， 我 们 先 给 出 
定义 ， 

1. 定义 设 (9,F 了 ,mm 是 任 一 给 定 的 测度 空间 ， (五 ,四 是 一 距 
离 空间 ， (如 无 特别 声明 ， 以 下 所 说 的 可 测 函 数 都 是 指 (9,3) 到 


Che 
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(BE,B) 上 的 可 测 映射 ， 其 中 B 为 (E,d) 的 Borel o- 代 数 ). 设 
了 ,所 , nn & ,是 可 测 函 数 ， 若 

(1) we>0 pldfwsf)>e) 2H0 人 一 co)， 

则 称 f, n < N, 依 测度 4 收敛 于 f, 记 作 疡 二 ne 各, 若 
(2)} Ye>O, supp ({d(fnry, fn) > 一 0 (no 00), 


则 称 廊 , ne N, 依 测度 yy 相互 收敛 ， 记 作 d(f45, 天) 二 0. 

注 当 五 = R",d 为 欧 氏 距离 时 ， 我 们 按照 通常 习惯 允许 极 
限 函 数值 取 +co, 不 过 电 下 列 性 质 1) 知 ， 此 时 仍然 不 妨 设 极限 函 
数 取 值 于 EE. 

容易 看 出 : 

1) 设 百 = gm .ud 为 欧 氏 距离 ，f, n € N, 是 有 限 可 测 函 数 ， 
若 f 己 f, 则 f a.e. 有限， 即 有 限 可 测 函 数列 依 测度 收敛 的 航 限 
是 a.e. 有 限 ， 国 而 有 一 有 限 的 极限 函数 ， 凤 令 f= f(y} 

证 明 ` 因 户 有 限 ， 所 以 if(w)| = oo, 等 价 于 对 一 切 n > 1 
[ 户 (a) 一 了 (w)| = oo, 于 是 对 一 切 = > 0， 

(fl = + = 4 ({f, f= 0}) 
< fl>2e)) oa0. 0D 

测度 收敛 也 具有 同 普通 收敛 相 类 做 的 性 质 . 

2) 若 所 二 了 {fr :keEN} 是 {fn: neN} 的 任 一 子 列 
则 fa fk 00). 

3) 若 所 牵 了 且 所 这 户 则 了 = 了 a.e.. 即 依 测度 收敛 的 极 
限 函 数 是 几乎 唯一 的 . 

证 明 {f 了 及 = UR Ta 月 > 身 ， 再 由 户 一 天 及 
所 二 开 知 对 任何 < > 0， 

np (a D2e}) Sp({af Fs) > 5)) +af{a 疡 六 二 3 
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人 一 oo 即 得 pg ({d(f 月 >e)) 二 0, 歼 pl{f 关 月 =0. 口 

用 向 样 的 方法 可 证 : 

4) 若 户 E gn 三 万 ( a.e.)， 则 Gn a 

关于 依 测度 收敛 的 运算 性 质 ， 很 容易 证 明 

5 车 廊 : QmR,o : 0 小 及 都 是 -可 测 函数 , 且 廊 二 了 
gn 则 tg ftg. 

证 明 因为 由 1) 知 f,ga.e, 有 限 ， 因 而 可 设 f,g 有 限 ， f 土 g 
处 处 有 定义 ， 于 是 对 一 切 s > 0. 

HH {{|(fs 十 gn) 一 (了 士 引 | 之 a}) 

< px ( {| > ;}) + { {lgn gl > 5}) 一 0 口 

测度 收敛 对 乘除 封 团 的 性 质 的 证 明 复杂 一 点 ， 事 实 上 可 以 证 
了 明王 列 一 般 的 

2, 定理 设 丰产 = 1 ,m,neN 是 (9, 上 的 实 值 
(或 复 值 ) 可 测 函 数 ， 
(1) 1S k=, 

glz1,… ,zm) 为 n 维 实 空间 (或 复 空间 ) 的 子 集 DD 上 的 ( 实 
或 复 值 ) 函数 ， 日 对 一 傅 < 出 
2) 《下 (ED (fil) , Fm) €D. 

1 车 4 是 了 上 的 测度 ，g 在 口上 一 致 连续 ， 则 
(3) gf FD) gf fn). 

2) 若 上 是 于 上 的 有 限 测度 ，D 为 开 集 ，g 在 D 上 连续， 
则 (3) 仍然 成 芯 ， 

证 明 1) 较 容 易 ， 2) 复杂 一 点 ， ( 略 ， 参 看 [YWL] 第 二 章 
55.2. 定理 3, 4). 


Te 
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3 推论 设 & 为 有 限 测 度 ， f° 5 fy R= 1,2,...,m, 


alm) 一 本 一 避 Q 为 多 项 式 ， 


且 对 一 娄 wE 0, ne N. 

QF ,FO FO QF ,fw #0. 
则 
(1) RO HO) SS Rf ,fn), no0 

特别 1 性 f= 1,2， 一 J. 1" 二 户 , 太 ,车 还 有 
及 站 (四 ) 态 ( 四 天 0 对 一 切 we 9, 则 

FF +: 有 
1 让 

证 明 令 DD:= {f(zi zm): Q(z1 zm) 关 0}), 则 成 为 
肛 " 中 的 开 集 ， 且 Rx ;Tm) 是 开 集 D 上 的 连续 孙 数 ， 而 
(1 成立， 口 

下 面 定理 说 明 ae. 收敛 与 恢 测 度 收 敛 之 间 的 关系 . 

4. 定理 设 廊 , = < N, 为 可 测 函 数列 ， 

车 记过 了 则 存在 {所} 的 子 列 [6.], 使 当 上 一 o0 时 ， 
记 — Ff. 

2) 若 fr, n & N, 依 测度 p 相互 收 仑 ， 且 (E,4d) 完备 ， 则 存在 
{ 操 } 的 子 列 {f。。} 及 一 可 测 函 数 六 使 疡 . f((k 一 co), 且 
jw 全 

3) 若 4 为 有 限 测度 ， 则 ff 一 > 所 上 了 

证 明 1) 由 于 了, 故 对 一 切 上 & N, 存在 mn e N 使 当 


n> ne 时 ， 
zf (as 六 > 去 和 < 去 
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而 且 可 取 nn 1, 于 是 由 引 理 1.5 知 六 - 了 


2) 由 fn,n € 了 依 测度 相互 收 敦 立 知 : 对 一 切 Re 可 存在 
nr 人 EN 使 


1 


(rt) > 站) < 让 vv21 


成 立 ， 显然 不 妨 设 ni T. 于 是 
1 


天 ({afawrs fon) > 立 }) < Dk? 


而 工 蕊 , 南 < co, 故 由 引 理 1.6 知 六。 EN, a.e. 相互 收 敏 ， 因 
而 由 1.1 的 5) 知 存在 了 使 1 一 了 
其 次 由 引 理 1.6 知 : 对 -- 切 e>0 


jy (V {alfns. frs) > = 0， ko0. 


今 4 :一 UU {ww EN: A fr (0), Fn (0)) > e}, 刚 当 ww € 
mw 一 月， 


dF (0), fn) = im der 和 to) Se 


于 是 we {4d(f fx) > e} 时 ，we A4U{fw 思 让 ,因而 
Re 下 > el) < pAR) 0 (ko00). 

即 志 ,一 了 

3) 当 测 度 & 有 限时 ， 由 定理 1.3.6) 及 所 了 f 知 对 任何 


s>0, 


(of ze)) Sa({ U {df 20)) -0 


帮 ff， 口 
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注 3) 中 4 为 有 限 测 度 的 假设 是 不 可 少 的 ， 例如: 设 疡 是 眉 
上 的 Lebesgue 测度 ， hn 一 了 nan]e， 出 fn 一 入 一 a., 但 


1 


5. 定理 若 (5,d) 完备 ， 所 ,neN, 依 测度 收敛 的 充 要 条 件 
是 fun, NE NN, 依 测 上 度 相 于 收敛 


证 明 注意 对 一 切 。 > 0, 不 等 式 
pdf 9) 2e) sp(af 25) +p(dlh,g) > 3) 


恒 成 立 ， 若 f 一 六 则 对 一 切 => 0, 由 (1) 
pl{{dfrrv fn) > e}) < ({adlfat f) > 2)) 
4 (ds 有) 之 5}) 一 0( 对 v 一 致 成 立 !)， 
故 户 , me 可 依 测 度 相 妃 收 敛 ， 


反之 ， 若 疡 ,ne N, 依 测度 相互 收 傅 ， 则 由 定理 4 知 存在 子 
序列 {fo C {fr} 及 /使 下 (k 一 00), 于 是 对 一 急 c > 0， 
由 {1) 


udp fa) 2 6) < pdf, frr) > 7) + ‘Co (ns fn) > 5) 
一 0( 取 ns > mw 并 令 n 一 00) 
即 广 二 户口 
应 用 定理 4 可 以 如 下 改进 控制 收敛 定 理 : 


6. 推论 设 f, n E 玉 为 实 (或 复 ) 值 Borel 可 浏 函数 ， 
所 (nn 一 00), [fr| < gg 关于 4 可 积 ， 则 了 六 -Ja 一 0 
人 一 oo) 因而 fan 一 ff di 
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证 明 由 Hm。. 的 定义 知 存在 [六 } c { 及 } ,使 
lim, f fo ~ flan = Bs f lf ~ fla 


而 由 所 写 f, 知 14, -了 | 之 9, 于 是 由 定理 4.1) 知 存在 1 一 J 
Re N, 的 子 列 | 玉川 一 0. 到 而 六 一 f, | 儿 |< 9g，ae., 族 
[fe 一 了 29 ae., 29 可 只 ， 于 是 由 控制 鸣 你 定理 知 


dim, 让 和 -Fia=o 
又 了 fxr 一 fladn 是 了 fr ~ flan 的 子 列 ， 所 以 
mf fflar= dim f los flan = dim, f fe lan =0 
因而 


由本 -Ha 
由 积分 的 线性 性 质 及 序 性 质 知 
fifi fens fm 口 


习题 
1. 直接 证 明 : 若 XX 人 YE XY 
2， 若 如 XX, 了 为 有 界 一 臻 连续 孙 数 ， 试 证 Ef(X) 一 
Ef(X). 


3. 人 An | xX 豆 . 马 必 每 一 态 可 积 ， 且 inf EX > —20. 试 证 
EFEX, — EX. 


83 Lv™ 收 北 287 
83 5 收 化 


1. 定义 设 (Q, F 站 为 测度 空间 ，r e (0.00), 用 严 (Q, 玫 站 
(或 简 记 Ltp)) 表示 一 切 使 了 fl"dn < oo 的 了 可 测 函 数 类 . 
{fn, 2 &N, 站 区 并 fp， 若 

fs -fh ap 0, 


则 称 fn, n Ee N, 在 L7(Q.F.p) 中 收 伊 于 f， 记 作 六 一 了 荆 
所 二 

2. 定理 若 fn e 在 Lr(p) 中 收 合 于 f, 则 所 二 了 反 
之 ， 若 存 在 ge Fr(i, 使 | 由 <， 则 户 半 太一 所 二 

证 明 由 eGpumes 不 等 式 : 对 一 切 < > 10， 

om fe) < 

(因为 了 Ap = har -elfnl + fp ze lfal" > erpllfil > eo) 故 
Pa 

反之 , 若 启 富 jr: < 9. 则 |f| < gae. (因为 存在 所 .一 
让 ,因而 | 所 一 六 二 0, | 一 了 < (29)* e L*(p). 故 由 推论 2. 6 知 
ji 六- 下 一 0 

3. 推论 若 概 率 空 间 (9,F,P) 上 的 rv 序列 Xn, nN, 一 
致 有 界 , 风 XX 和 > XR 于 天 

一 般 有 下 列 


4. 定理 (Q,F,P) 上 的 实 (或 复 ) 值 rv 列 XX。 一 XX 当 目 仅 


| 二 一 总 | 
BTAESA) 7 oo 史 ) 


当 
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人 而且， 若 将 (0, 于 ， 卫 ) 上 的 H.C. 相等 的 rT. 看 成 相同 ， 由 
|X—¥Y| 
nt Cr 
是 随机 变量 空间 上 的 距离 . 
证 明 若 zf 关子) = 0 则 由 积分 性 质 及 | 一 Yj/(1+ 民 一 了 |]) 


>0 知 |X 了 |/{1l+| 关 一 Yl) 二 0 a.e.， 因 而 |X 一 了 =0 a.e. 
二 = ae 反之 让 然 由 于 p( 训 了 了) = ptX 一 了 0) 故 窜 证 p 是 蚜 


nr) < eT) re) 


| 一 唐 < [zl 二 名 
1 十 |z 一 唐 1+lz| 1i1+|yl 
由 zx/ 十 T(z 之 0) ( 因 为 (1+zz=1I+1z 4), 知 
|z| 上 + 加 | 节 十 | 名 十 3 
1 十 | 中 工 十 | 中 一 工 十 | 中 十 十 12 
t+ly lz- 下 
1+|zi+|y| 1+|z 一 


故 p 是 距离. 
今 往 证 定理 的 第 一 部 分 . 
有 uk 了 


< 全 站 > 0. r( 本 一共 | 上 ) 


1 十 | 有 一 天 | 1+s 

= P(X, — XI>e) :0 
IX»~X| PP 
一 
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种 距离 空间 中 的 证 明 - - 样 (而 2.1.3 例 2}, 由 初等 不 等 式 ( 见 
习题 2.1.1) 


可 得 

5. Hilder 不 等 式 : 设 六 EL?(P),Y e Lr(P),p>1,1+1= 
1, 则 

EXY| < [EIXPIY?[EIY|) 

( 当 p=4 =2 夺 、 即 为 Schwartz 不 等 式 }. 

由 此 易 得 (方法 与 例 2.1.3 例 2 的 证 明 一 样 1) 

6. Minkowski 不 等 式 : 若 + > 1, X,Y € 5L"(P), 则 

EX + YI < EX + EY|. 
于 是 令 
dXYI=E IX-Y, XY ELP), 


且 认 为 P(X = 了 ) = 1 时 ， X,Y 相同, 则 d(X,Y), X,Y € L"(P) 
是 5"(P) 中 的 距离 ， 因 而 有 


7. 3| 理 设 r>1 7 一 三 一 ElX,J" 一 BX". 
证 明 
(EVIXo" — EXI| = (dXn,0) — dX, 0)| 
< HXn, KI = EIX, — XI — 0. 口 


8. 引 理 EX|I",r > 0, 对 7 不 降 . 有 自 limrip EIXI" 一 
Ei?IlXl?. 
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证 明 设 0<r <p, 分 别 用 |XI", 1?. pjr, p/(p~7) 代 赫 Holder 
不 等 式 中 的 守 , 站 , p. gqg, 则 
EX < EUXI)” = EP?IXP,. 


于 是 
EIXI" < EV?IX]. 
对 EXITxjey] 和 E 上 Xfixis1}|] 分 别 放 用 控制 收敛 定理 及 
单调 收敛 定理 即 得 后 一 结论 ， 口 
为 讨论 数学 期 望 的 重要 性 质 ， 我 们 给 册 凸 函数 的 定义 并 讨论 
其 性 质 ， 
9. 定义 车 ”为 区 间 (a,5) 上 的 实 责 数 ， 如 果 对 一 切 e< z< 
Vy 之 上 太一 切 AE (10,1), 有 
(1) PAT HI — My) APL) + (1 — Noy). 
网 称 > 为 区 间 (a,8) 上 的 凸 函数， 及 中 的 凸 函数 简称 为 凸 函 数 . 
10. 例 车 wl7) = log EiX|" 在 (a.5) 上 有 定义 , 则 为 (a, 如 
上 的 凸 函 数 . 
证 明 令 X& {0,1), 则 由 Halder 不 等 式 将 其 中 的 X,Y, 17P， 
1 分 别 代 以 |X]*"， 本 一 
{Ar+ (1 — Ns) = log EX .XI 
< log ENIX|" -ENIX 
— AlogElX| -+ (1 — Mlog EIXF 
= X(T7) + (1 — Mpls). 口 
11. 引 理 车 y 为 区 间 (a,3) 上 的 西 孙 数 , 则 对 一 切 = E {m 本 ， 
存在 有 限 的 左右 导数 六 (下 人 县 对 - 急 a<z<y<b 


(1) et] & pr) & pely) & pW). 
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” 在 人 z, 记 上 的 图 象 都 在 联结 (x, wp(z)), (ye 人)) 的 直线 之 下 ， 于 
是 ， 对 一 切 ae<zi<z<aza<ap 有 


(2) PE) — PTD) -RE 一 Pt plz2) ~ p(T) 
Tl 一 了 3 Cl 一 3 一 人 


事实 上 ， 此 时 存在 和 & (0.1) 使 z= Xzi 十 (1 一 和 zx2, 由 定义 9 知 
PT) — PIT1) < Ap(r1) + tl — Mp(r2) — PLL1) 


工 一 半 1 AS1 十 (一 入 jza 一 1 
一 PAL2) — P(E1) 
Ta 一 出 1 ， 


疗法 可 证 另 一 不 等 式 . 
其 次 由 (2) 知 对 -=- 切 zi Ee (zx1, 75), 23 & (zz2), 有 
(ET) — PLE) < PLL1) ~ PLL) 


(3) 1 一 TI 
G0) oz) vle2) -vle) 
一 一作 rE 


在 (3) 中 令 zz 即 知 gel(x) 存在 且 


PUT) 一 p(T) 
一 站 


pe(r} < ,JY TI > 


再 令 zz 即 知 pitx) 存在 县 


2 一) 


prt) wi 一 人 ’ ¥ 1 二 


成 立 ， 于 是 elfz) < pi(z). 至 于 pi(z) < pI( 胃 ,2 < 的 正确 性 
可 由 (2) 及 左 ， 右 导数 的 存在 性 得 到 ， 故 得 (1) 式 - 口 
12. Jessen 不 等 式 . 若 y 为 有 R 上 的 凸 函 数 ， 关 , p( 久 } 都 是 
可 积 ry， 则 | 
PE(X)) < EvlX). 
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证 明 由 引 理 11 知 


- 1 a 1 
0 A 2) (ya) 
Li 
(1) 轩 | 
> nT TE (yr) 


于 是 得 知 ” 为 及 上 的 连续 图 数 ， 因 而 pl 关 } 为 rv.. 且 


PY 一 中 亲人 一 人 Yy © 区， 


令 y= 二 尘 , 工 二 EX, 刚 得 
FIX) — {EBX} > vp'{EX)(X - EX), 

黄 边 取 积 分 ， 由 积分 单调 往 即 得 Jessen 不 等 式 ， 口 

13. 引 理 (基本 不 等 式 ) 设 > 是 及 上 上 取 正 值 的 偶 消 数 ， 且 在 
(0,00) 上 不 降 ， 天 是 一 工 Y. 且 Ey) < o0, 则 对 一 切 4>0 


(1) Eyv(X) — plu) EwlX) 
a.s. sup rlX) PLE) 


蔡 ? 史 是 至 土 严 格 正 什 增 函数 ， 则 对 一 急 荆 E 眉 


Ey(X) — ylu) _ Ev(X) 
a.8.5UP 中) 多 


< PUX|I>W) < 


(©) < P(X > 
其 中 a.s.supp(X) = inffe: Pl(y(X)z ec)=0}. 


证 明 显然 y 为 实 可 测 函 数 ， 所 以 p(X) 是 rv ,而 


Ep(X) = P+ v0 dP 
{I 芝 [ 宇 wu} {| 
vl)PlXi 2 vaP 
{XX| 之 } 


< a.s. sup PIX). P(X|> t), 
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P(X|> uu)> J lx} vp{r) aP 


a.s. sup we(X) 
Eo(X) 一 fx < F(X)AP 加 Ev(X) — wlu) 
a.9.SUP [并 】 ”as,suapef 生 ) 


同 理 可 证 (2)， 口 
下 面 讨论 L7(P) 收 钱 及 第 玻 钱 的 有 关 条 件 . 
14. 引 理 若 和, 一 多, 则 对 一 切 + > 0， 
EIXI < lim ElXal". 
证 明 由 Fatou 引 理 知 
EIX|"=E (im xn)") < lim EIX,l". 口 
现在 我 们 引进 重要 的 一 致 可 积 的 概念 . 
15. 定义 设 {Xt :ET 为 任 一 族 rr .如果 


liny [XlaP =0 
Cm 人 


对 { te 人 T} 一 臻 成立 (好 lime_, supseT Jrxszel [Xl dP = 
0), 则 称 {Xt : te 了} 一 致 可 积 : 

16. 引 理 {X: : te 了 } 一 致 可 积 的 充 要 条 件 是 下 列 两 条 件 
满足 : 


1) suprer ElXi| < cei 
2) 对 一 切 s > 0, 存在 5(e) > 0, 使 对 一 切 4 < 于 ， 
P(A) < be) 一 六 laP<e vier,. 
A 
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此 条 件 称 为 { 互 :上 ET 积分 一 致 绝对 连续 ， 也 可 表 成 
了 XldP =0. 
oI 
证 明 蔡 {XX; : te 全} 一 致 可 积 ， 则 
zl= |/ xap+ f [XaP 
{IX 二 } {| 
<c+| [Xal dP, 
{IXe>O} 
因而 1) 成 立 ， 类 似 方 法 有 
[Klap= | lap+ f [Xi| dP 
六 AN{IXu>C AnmflEil<e] 
</ |X dP +CP(4) 
{Xr | 宇 避 } 


于 是 2) 成立， 
反之 ， 设 1), 2) 成 立 ， 由 基本 不 等 式 知 
ElX:| < suprer 于 | 
© 一 CC 


PllXi| > C0) < 
对 一 切 > 0, 由 2) 知 存在 6= 656le)>0 使 


PHUXI> CC) < 5 一 > {XdaP < e. 
{IXtl>C} 


而 由 1) 知 存 在 C > (1/6)supser EIXi|, 此 时 


sp / [Xl dP < es， 
teET JTiXe >C] 
所 以 {XX ;+ ET} 一 致 可 积 . 口 


17. 引 理 (Fatou 引 理 及 控制 收敛 定理 的 推广 ) 中 设 于 ,本 
可 积 ， 且 Us 一 U,V 一 VU 一 JU 有限， [VW 一 Vv 
有 限 . 


$3 上 ”收敛 295 


1) 若 UU < Ny, 对 一 切 n Ee NN, 则 
fxs im f/x, 


2) 车 六 ,< 下 .对 一切 neN, 则 
Jim xx 1/ lm Xn 
(中 设 |Xs| < 而 上 可 积 U 上 UU 上 且 了 UfU 有 限 ， 
则 当 Xn 忆 玉 {或 二 太 ) 时 ， 有 


f ix ~ xi=0, 国 而 fx— fx 

OD 即 习 题 5.4.1, (1 将 汀 题 5.4.2 中 的 a.e. 收敛 换 作 依 测度 
收 伍 ， 证 明 留 作 导 曾 . 
”18. 定理 设 *etoooj, Xe Ir(P)neN. 有 目 X, 必 广 , 则 
下 述 三 命题 等 价 : 

了 1: n€ N]} 一 致 可 积 ; 

Lr"(P) 

2) 太一 ; 

3) ElX,l" 一 EIX! < oo. 

证 明 1) 一 2). 存在 {X。: ke N) 使 Xe 一 XX, 于 是 
由 1) 及 引 理 14 知 

E|X|’ < im ElX,|” < ec， 
好 EL"(P), 再 由 站 Ka: ne€ 外} 一 致 可 积 ， 引 理 16.2) 及 
| 一 下 六 < 2 (|X,)" 十 | 到 六)， 

{因为 |X 一 | < [2(XaY| 有 中 = 2 (Xa YX) < 27{| Xl" + 
| 六 站) 知 | 六 一半 |"n EN 积分 一 致 绝对 连续 ， 于 是 对 一 切 = > 0， 


Bx xr sf .|X XI dP +e", 
{| 一式 | 宇 sz} 
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而 由 假设 知 P(X -六 袜 相 一 0 一 2 及 | 一 下 省 
对 连续 知 
lim EX, — 下 | < 2e". 
令 :一 0 即 得 2). 
”2) 二 > 3). 对 于 7> 1 的 情形 ， 即 引 理 7. 对 于 re (90,1), 有 - 
不 等 式 
lz+yr <|zT ~ ly" zyeR 

由 此 即 得 

ElX,|” — ElX, — XR) < EIX| < EXnl + ElX — Xl 
因而 由 2) 

| 瑟瑟 sr — EIXI| < EIX, — X|" — 0. 
3)】 一 > 2). 为 此 令 0 := 27(|X | 寺 | 基 | 则 
[Xa XP ZU 有 本 三 2 
后 -- 结 论 用 到 定理 2.2.2) (也 可 应 用 有 关 不 等 式 直接 证 明 ), 由 3) 
fr. dP = 2° / [XlaP +2°EX| — 2°+1E|X|", 


由 引 理 17.01) 即 得 2) ( 即 XX。 一 半 |" dP 五 0). 由 2) 易 得 1 
{分 7 > 1,r& (0,1) 两 种 情形 讨论 ). 

19. 推论 1) 车 XX。 广 , 则 XX。 一 丰 , 对 一 切 r*€ (0,7); 

2) 茶 sup BXnl" = c< cc 则 


十 


了 rT 
Xn 一文 一 > 有 mm 一 席 ， > &E (0,7); 
3) 若 | 六 E LP), 对 ~- 切 n 成 立 ， 则 
Re SX 2 XX EL(P). 


证 明 1 下 | 霸 & 知 
El UN- NX’ EN, -EF Vr en 
绅 得 1). 
2) 由 | 理 3 革 对 一 由 
可 


一 “ or 中 
SUED 六: 和 人 RUPT EDc， 
', 


“主人 
hr- / p+ Xa” dP 
dd, AMUX. ca} 
和 ， ， 
</ 一 Piea 十 aor 了 (4 
4mf Xel>al 人 


:对 一 切 。 > 0, 先 取 定 a 充分 大 使 ca”-" < c/2, 十 是 当 P(A4) 充 
分 小 使 or P(4) < sf2, 因而 当 P(A4) 充分 小 时 ， 对 - 切 me 可 
J |X dP < .由 引 理 18 条 多 E 末 对 也 一致 吕 积 ， 故 
由 定理 1 知 X 一 三 ,2) 获 证 . 

3) 由 于 |X 一 XX| < 2Y 对 一 切 n 成立 ， 生 |X 一 XI" 上 0 
所 以 由 控 市 收 伍 定理 的 改进 (推论 2.6) 知 EX 一 XI" 一 0， 口 

习题 

1. 证 明 H6lder 不 等 式 及 Minkowski 不 等 式 . 

2. 试 完成 定理 18 中 的 2) 一 > 1). 

3. 设 re (0.00), 网 XX。 二 天 当 且 仅 当 XX, X 及 下 列 两 
条 件 之 一 成 立 : 

1) EIX,|’ 一 EIX|" < o0: 

2) |Xnj" 一 致 可 积 . 

4. 若 sup, XX,| € 5L"(P), 且 XY, 一 XX, 则 外 & LP), 且 
于 
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5. 证 明 引 理 17 的 (ID). 


4 条 件 期 望 的 进一步 性 质 
下 面 应 用 与 上 节 的 定理 类 似 的 方法 及 条 件 期 刻 的 平滑 性 质证 
明 关于 条 件 期 望 的 一 些 进一步 的 性 质 : 
1. 定理 条 件 期 望 有 下 列 进 - 步 的 期 望 性 质 : 设 下 列 各 结论 
中 随机 变量 的 期 望都 有 限 ， 则 
(D(Holder 不 等 式 ). 戎 r>1.s>1. - 十 - = 1, 则 
EIXY|e] < (EIXPIE]* [EY EY*. Pe 一 ae-. 
(ID(Minkowski 不 等 式 }. 若 > > 1. 则 
(E[IX + YH |e)]" < [EIIXI"E)]? + [EYE)]’, Pe 一 ae: 
车 r<1l, 则 
EiX+Y|"|e] < EEXIIS] + ENY."|®, Pe 一 ae,. 


(IID(Tessen 不 等 式 ) 若是 到 上 的 凸 函 数 ， 目 X 和 p(X) 
都 是 可 积 随机 变 其 ， 则 


P(EIX|C) < Elw{X)Ie), Pe ~ ae- 


(IV) [EX .I]*, Pe-a.e. 对 r>0 不 降 . 


证 明 (I) 的 证 明 : 与 积分 的 Hilder 不 等 式 的 证 明 原 则 上 相 
同 ， 册 假设 蕊 E_ Fr. 于 P)1 YY ErQ,TP), 因而 由 Hilder 不 
等 式 敌 XY 可 积 . 令 有 := 位 : ElX"e] = 0}. Bs := {w: 
BE[IYIG = 中 ,于 是 互 ， Bz & 8. 卫 


| xirep= | ElXI'|eldP = 
本 好 3 BL 
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因此 1s,|XX|”= 0. Pa.e.， 同 理 可 证 Jp,|Y|” =,0 P 一 a.e., 因而 
TpiuBa|XXY| = 0, P~a.e.. 于 是 由 定理 743 及 丽 UBsese 知 
TpuBsE[|XYIEC| = Elfs,uns XY|C = 0, Pe 一 ae， 
故 Halder 不 等 式 在 B) J B。 上 成 立 . 
在 (Bi1UB2) = BENMBS EF EIXI"Ie) #0, EIYI*IC]) # 0, 于 
是 将 


_ Xr YF 
El|X|*|¢] EllY|*|e} 
代入 初等 不 等 式 
aibi < LS+ 1, a>0b>0, 
r 3 
即 得 
[XY| 1 [Xx +1 Yh 


[ENXI"Iel: [ENY |e: 7 PIXIES * s ElYIG. 
两 边 乘 以 Lssngs, 并 取 在 6 之 下 的 条 件 期 望 , 注意 到 [E[IX|"|el]:， 
[E[Ile* 及 TesnBs .的 8 一 可 测 性 ， 并 应 用 定理 7.4.3 及 7.4.1 
的 (TT) 即 得 


BIXYIG DecmBs， 了 ee 一 a.e.. 
TE 人 55 


即 在 Bf mm B5 上 Halder 不 等 式 仍然 成 立 ， 故 (DD) 获 证 ， 
(ID) 的 证 明 : 由 假设 EIXI*, ElY|" 都 有 限 ， 当 7 > 1 时， 其 
证 明和 积分 的 Minkowski 不 等 式 的 证 明 一 样 - 当 > <1 时 ， 有 
| 基 十 奈 扩 科 全 六 二 | 
两 边 取 e 之 下 的 条 件 期 望 ， 即 得 (ID 的 第 二 个 结 
{IID) 的 证 明 : 在 Jessen 个 等到 的 证 明 中 ， as 
明 : 对 任何 z,y € 民 , y <x， 有 


pi{z) > gil) > el) et) 


Tpenas 


> pr(). 
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于 是 wp; 不 降 ， 且 
(1) PX) 一 POELXIC) 2 pr (ELXICD(X ~ EIXIO)). 
车 位 ) 式 右边 可 积 ， 则 对 两 边 取 在 给 定 =-- 代数 8 下 的 条 件 期 部 
即 得 CD (为 什么 ?). 车 不 可 积 ， 则 对 任何 a > 0, 令 4:= fo: 
[EEX|E]| < ao}. 由 yp 不 降 及 |E[XI4| 外 | 二 a 若 
P{—0) & P(EXIAlC] & prla). 
于 是 将 (1) 中 的 怨 挤 以 羡 14 后 , 右边 就 可 积 了 - 此 时 再 对 两 边 取 
在 给 定 =- 代数 CE 下 的 条 件 期 望 , 由 平滑 性 质 即 得 (注意 w(X14) = 
人 人)7Ta4 + Pp{0)Tae) 
0 < Elpt XIAHe] — wp(ELXTaA|E)) 
= Ep( XE + w(0 Tse — p(BEIXIO) LG) 
= Elw(X)Ca — ptEIXIE) TG 
— 也 JP] ~ (ELXICO). (a 一 00), 
即 (111) 获 证 . 
OV) 的 证 明 与 无 条 件 的 期 望 的 相应 结论 的 证 明 一 样 ， 口 
2. 定理 XX 一 XX,r> 1， | 
ELX,|G] 一 EEXIE]. 
证 明 由 假设 知 EIX。|, EI|X|, |X 一 ”有限 ， 因 而 由 定理 
7.4.5 太 上 述 定理 的 (IV) 知 
后 | 有 — ELX|E]| < EIX;, — Xe 
< {E[[X, — Xe], Pe — a.e.. 


由 此 及 护 设 知 
ElE[X.,le] ~ ELXICIN < EIELX. 一 下 站 加 
= ElXn, ~ XI — 0. 
故 定理 获 证 . 口 
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最 后 ， 我 们 证 明 条 件 期 望 在 非 线 性 最 佳 均 方 台 近 问题 上 的 一 
个 应 用 . 
3， 定 理 者 苹 & 2(0,F7,P). 8 是 全 的 子 o-- 代数， 则 
E[XIG E 大 (Re Po)、 HB EIXICG| 是 区 在 2{0.C,Pel) 站 的 最 佳 
均 方 逼近 , 即 对 任 们 7 E 2(0, 8,Pe) 来 说 ， 


上 EIX — EXIC! < EIX ~ fF, 
事实 上 ， 下 列 更 强 的 不 等 式 成 立 : 
(2) ElIX— EXICIe < EX -FJe Pe ar. 


证 明 只 需 证 后 一 结论 , 因为 对 它 取 数 学 期 望 即 得 前 一 结论 . 
我 们 还 注意 在 定理 2 的 证 明 中 己 证 EIX|8] E ?21Q.C,Pe)， 现在 
进行 定理 的 证 明 . 
因为 la 十 下 2 = |a|?> 二 [ab+a5, 所 以 对 任何 六 E (00,8, Pe)， 
ElX — f°|e] = EINX — EIX|e]) 十 全 区 上 一 六 上 加 
= El|X — E[XIe}?|e] + E[IE[LXIE) 一 用 2 
{3) + ElX ~ ELXICN(ELXIC -站 
+ ElX — ELXICNELXIE! — Le. 
出 条 件 期 望 的 平滑 性 质 及 E[X|8] 一 了 的 8 一 可 测 性 知 (3) 式 右 端 
的 第 三 项 
EI(X — EI[XIC)N(ELXIC} 一 及 | 
= (E[XICI 一 EIX — E[XISIe) = 0. 
而 (3) 式 右边 的 第 四 项 为 第 三 项 的 基因 数 ， 所 以 也 等 于 和 零 ， 还 有 
(3) 式 石 迎 的 第 二 项 非 负 ， 于 是 由 (3) 即 得 (2).， 口 
4. 注 事实 上 ， 常 常 遇 到 这 样 的 问题 : 设 区 , 训 ,,…. ,XX, 是 
工 阶 算 存在 的 随机 变量 ， 和 希望 用 XX,…: , 的 一 个 可 测 函 数 
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(XI1,… ,Xn) 去 最 佳 通 近 X{ 通 常 称 为 回归 问题 )” 车“ 最 佳 副 

近 ” 的 意义 理解 为 “最 佳 均 方 通 近 ”， 则 由 合理 3 及 定理 7.2.5 知 

ftX1 本 ;Xn ) 一 E[X|o(X1, 加 , 到 nj] 

即 为 所 求 . 但 是 也 应 同时 指出 除了 某 些 特殊 情形 (如 正 态 分 布 的 情 

形 ) 外 , 还 没有 很 好 的 实际 可 行 方法 求 出 函数 ELX|o(Xi,…… ,XX,)]. 
因此 为 了 实际 应 用 ， 人 和 们 授 一 步 将 问题 改 成 下 面 的 形式 : 设 

汪 , 玉 1，… 是 二 阶 矩 存在 的 随机 变量 ， 和 希望 求 页，… ,XX 的 

一 个 线性 函数 Dp Qk: 使 得 对 任何 常数 bl, | ， 有 


(1) EX— DY oarXrl < EX YY bX? 
太 二 卡 二 1 


这 就 是 所 请 的 线性 回归 问题 (也 就 是 最 佳 线 性 均 方 逼近 问题 , 有 时 
也 称 为 最 小 二 乘 原理 ) 当 X;,…. ,XX,, 为 实 随机 变量 时 ， 线 性 回归 
间 题 可 以 用 古典 分 析 方 法 解决 .为 了 与 定理 3 的 结论 比较 ， 有 时 
称 满足 (2) 的 了 fi arXk 为 蕊 在 后 下 的 广义 条 件 期 
望 ， 且 记 作 EE[X|X1,… ,多 ,]. 更 一 般 地 ， 令 听 为 2(9,F,P) 的 
一 个 线性 子 空 间 ， 工 < I2(9,F,P) 在 牟 下 的 广义 条 件 期 望 是 
指 mr 中 满足 条 件 


ElX -EXIM = inf{ 卫 | 和 天: fe my) 
的 讽 数 证 [X| 员 |. 广义 条 件 期 望 与 茶 件 期 望 有 很 多 类 似 的 性 质 , 不 
再 在 此 讨论 了 . 


5 概率 测度 的 收敛 


在 现代 概率 论 中 ， 研 究 在 一 定 意义 下 概率 测度 的 收 伍 性 以 及 
rv. 序列 的 分 布 的 收 伍 性 是 很 有 意义 的 . 例如 , 它 是 描述 一 些 随机 
现象 随时 间 的 演化 达到 某 种 平衡 状态 等 物理 概念 的 有 力 工具 . 
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我 们 在 定理 2.1.4 的 前 言 中 , 曾 提出 过 概率 分 布 函数 弱 收 敛 的 
概念 . 现在 正式 给 出 有 关 定 义 ， 我 们 首先 讨论 (及 ,8) 上 分 布 咕 数 
及 概率 测度 的 收敛 概念 

1. 定义 设 {Rh 王 是 及 上 一 致 有 界 分 布 函数 序列 (不 一 定 
是 概率 分 布 函数 ), CU 表示 下 的 - 切 连续 点 集 ， 如 果 


Fz) Px), Yr EC(F), 
则 称 {五 ,} 淡 收 人 证 (vague convergence) 向 F, 记 作 
已 , 一 已 
若 还 有 所 (+o0) -Fao), 则 称 { 瑟 ] 疆 收 伊 (weak convergence) 
向 下, 记 作 
六 一 三 或 已 一 下 
设 {jun}.& 是 (下 .3) 上 一 致 有 界 测 度 序列 ， 若 对 一 切 # 的 连 
续 区 间 (e,8]( 即 Atei 三 D 有 
un{la, dl) = {0,b)), 
则 称 jz 痰 路 伊 向 4, 记 作 
Ln 
若 还 有 各 (及 ) -* p(RR), 则 称 fj]} 弱 收敛 (weak convergence) 向 岂 
记 作 
pn 地 或 pn 一 


车 rr. 序列 {X。} 相应 的 分 布 函数 序列 {5,} 弱 收 痪 癌 v. 
XX 的 分 布 沙 数 下 , 则 称 {下 4s} 依 分 布 收 合 向 , 记 作 


D 
Xn 一 六 或 开 , 一 区 . 


易 证 淡 收 化 的 极限 是 唯一 的 (对 r.v. 序列 而 言 指 分 布 唯一 ). 
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这 里 需要 说 明 为 什么 我 们 不 要 求 对 每 一 Borel 集 4, lim， ,= 
pnf4)=Afd), 下 面 的 简单 例子 可 以 告诉 我 们 理由 : 

例 1 设 rv Xn 二 1/n, 异 然 ,一 各 天 二 0 兰 pny4 分 别 
表示 Xu 于 的 分 布 , 则 对 任何 a < 8,a 半 0,b 关 0 均 有 pn((a,b)} 一 
p((0,6)), 1= pa(((0,D)) #4((0,1)) =0. 

再 者 ,即便 pp 是 概率 测度 ,在 某 种 意义 下 收敛 ,其 极限 也 未 
必 是 概率 测度 ， 请 看 下 例 ， 

例 2 设 rv. XX 一 显然 无, 一 oc 寿 pn 表示 Xn 的 分 
布 ， 则 显然 对 一 切 区 间 (a. 贡 ,都 有 wn((6, 四 一 0, 于 是 jp 一 p14 
是 恒 为 零 的 测度 . 

由 于 淡 路 铺 和 风 收 化 的 差别 只 在 于 二 co 处 或 及 上 的 测度 的 
极限 的 状况 . 而 淡 收 敛 久 有 下 面 的 定理 2 那样 有 用 的 结果 , 所 以 人 
们 在 钙 究 分 布 的 弱 收 康之 前 , 常常 先 研 究 淡 收 全 (关于 淡 收 化 读者 
可 参半 [Ch1]). 

2. 定理 (Helly 选择 定理 ) 对 任意 给 定 的 一 致 有 界 的 分 布 函 
数 序列 必 存 在 谈 收 伍 的 子 序列 ， 

证 明 设 百 , 为 到 上 一 铬 有 界 的 分 布 函数 序列 ，sup{lzrfz)| : 
ZER,neN}=MM<oc, 设 DD 是 R 上 可 数 稠密 集 ， {re 之 1} 
是 它 的 一 种 排列 ， 数 列 {上 (71),n z 1} 是 有 界 的 ， 根 据 有 界 实数 
集 的 列 紧 性 ， 必 存在 所 给 序列 的 一 个 子 列 {Fix, 之 1}, 使 得 极限 
limk_ oo 丙 kfri 相 一 二 存在 ， 且 | MM. 其次， 数列 {Fn(r2), 上 之 
1} 是 有 界 的 ， 故 存在 { 忆 下 > 1} 的 于 列 {Fzs, 上 之 1 使 得 
limkg Psfrs) = 12 存在 ， 且 人 al 所 人 MM， 因 为 {Fzr, 大 1 是 
{sp 3 1} 的 子 列 ， 故 它 在 r， 处 也 收 敏 于 Hn， 继续 这 样 作 下 
去 ， 我 们 得 到 

Fly Fizy IE 在 7 处 收 伊 ; 
or, F922,… Pt 在 mm 和 处 收 仇 ; 
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Tl ja yp 在 mra…: 57 处 收敛 ; 
考虑 对 角 线 {Fis, 上 之 1}, 易 知 它 在 每 个 7 处 收 人 证 . 事实 上 , 对 任 
何 了 来 说 , 除 前 面 的 了 ~1 项 外 , 序列 {fxs, 上 之 二 是 {Fin, 上 之 1} 
的 一 个 子 序列 ， 它 在 7; 处 收银， 故 limx_,w Fxp(7j) = 上. 

于 是 我 们 证 明了 站 在 一 个 子 列 {mx} 及 定义 在 D 上 的 -~… 个 非 
降 函 数 G, 使 得 


lim Fr}= Gr), vrepbh, 
ko0 


由 G 如 下 定义 一 个 及 上 的 通 数 六 : 
FIX) = inf ,Gn), YrER. 


显然 ， 下 是 非 降 的 .对 每 一 2 和 =, 存在 x < re DD, 使 得 G(r) < 
Fltz)+s 如 果 z 和 y<m 则 Fn 和 Gm<Rz+s 因此 尸 右 
连续 . 
如 果 下 在 > 处 连续 ， 选 择 y < 2 使 得 Flzx) -< < FP(y); 再 
取 r 和 ss 使 得 <r<z<s 和 和 Glsi<Rrzy+es 成 立 从 
下 (一 上 二 个 (站 所 G(s)< Fr)+e P(r) < Flr) < ils) 得 
出 

一 < Gn)= lm Flr) & lm F(x) 


未 dn P(x) 所 dm Fn (s) & G{s) < F(z) + e. 
邻 E 一 日 ， 即 得 mp- ,oo Fn (x) = FT). 这 就 证 明了 下 ms 一 天 口 
3， 推 论 1) (R,B) 上 任意 一 臻 有 界 测 度 序列 有 淡 收 倒 子 序 
列 ， 
”2) jn 一 上 的 充 要 条 件 是 它 的 一 切 子 序列 有 淡 收 敏 向 & 的 子 
序列 . . 
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证 明 1) 令 
F(z) 一 nl 人 (oo zj Y TER. 
出 supfR(zy : Zz E 民风 1 二 supy jn (有 R) < oo. 由 定理 2 知 存 
在 子 序列 F。。 一 某 - -F, 取 /= Ar (与 不 降 右 连续 函数 天 所 对 应 
的 测度 ), 则 对 一 切 上 的 连续 区 间 [= (a 可 , 必 有 a,8 E CE), 因 
而 
im Hnx ({a,H) = dim LE (0) — F(a)) 
= _F 由- F(a) = AL((a 加 )， 
即 当 大 一 oo 时 ， jpn。 一 p. 因而 1) 获 证 . 
2) 条 件 的 必要 性 是 显然 的 , 往 证 条 件 的 充分 性 . 车 Ta 的 一 
切 子 序列 都 有 淡 收 和 敛 向 上 的 于 序列 ， 而 {jn} 不 淡 收 化 向 py, 则 必 
存在 一 个 连续 区 间 二 使 得 pl7) 六 p(D), 因而 存在 子 列 {ns}， 
使 yw (站 一声 关 AT 于 是 pn 就 不 可 能 有 淡 收 化 向 4 的 子 序 
列 ， 这 一 矛盾 就 证 明了 条 件 的 充分 性 . 口 
在 及 的 连续 函数 类 中 记 
”CC = 连续 函数 类 ; 
Cs = 有 界 连 续 蚂 数 类 ; 
Co={f EC: 使 得 Jim ftz)= 0 


4. 定理 jn 一 上 的 完 要 条 件 是 下 述 二 条 件 之 一 成 立 : 
1) 对 一 切 fe Go 及 4 的 连续 区 间 了 


/ F(z) pntdz) — / F(z) aa 
2) 对 一 切 fe€ Cu， 
让 = f He) plan). 
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证 明 设 sups {pw(R)} < M， pn 一 用 

1) 车 = {a, 引 是 上 8 的 任 一 连续 区 间 ，sup,|f(z)| < N. 了 在 
[中 上 一 致 连续 ， 因 而 任 给 = > 0, 总 存在 5 > 0, 使 当 z,x'e [ea 可 
且 |z 一 2 <656 时 ， [f(z) 一 了 z 站 <e. 再 设 王 是 2 的 分 布 函数 ， 
下 的 不 连续 点 至 多 可 数 ， 存 在 4 =00 <al<a < <amn= 
对 每 一 天， 一 Gil <é.Ha.e 人， 从 而 到 二 (ag_1, ak] 为 A 
的 连续 区 间 、 邻 


f(x) = ,flor) Te(z), ze [ae,d), 
R=1 


则 产 是 有 界 Borel 可 测 函 数 ， 于 是 
dh 一 Cam| 所 —f*|d 
fran fia < fy fr| dp 
+ 人 Pa 


S eM + >> [fave() ~ pn IO + eM 


SM+N J) = pn Te). 
由 于 每 一 是 & 的 连续 区 间 ， 故 当 n 一 oo 时 ， 
Bf fan fae & 2eM. 
再 由 < 的 任意 性 ， 即 知 
Bm fa ff dhol =0, 


2) 车 fe Co, 刚 fe 吕 . 任 给 :> 90, 存在 4 连续 区 间 了 使 
得 当 we Tr 时， |f(z)| < 高 ,因而 


ff san- ff ap 
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< fant!f ran f fat ff ap 


= 


< sO ff an /al+ 训 mo 
令 m 一 co, 即 得 
Bw | /ur /fan < 
由 = 的 任意 性 可 得 


Dim /rear = f fa 

淡 收 化 的 概念 可 以 扩展 到 (R*, By 上. 此 时 / 太 -连续 区 间 [e 
是 指 (la, 可 \ (a,))= 0， 我 们 不 在 此 仔细 讨论 了 ， 读 者 可 参看 
[YWL| 第 六 章 $3.2. 

下 而 我 们 讨论 一般 此 离 空间 上 概率 测度 的 弱 收 敛 (读者 可 参 
考 [Bi2l， 

5, 定义 设 {jpn.n e N} 为 距离 空间 (E,B) 中 的 概率 测度 
序列 ， 记 Cu 为 互 上 有 界 过 续 函 数 集合 ， 

/ Flzj untdz) — / f(z) plda),y f € CslB), 
Eo E 


则 称 fw] 弱 收 敛 (weak convergence) 向 po 记 作 
Hn 一 人 上 或 Hn 一 器 . 

易 证 定义 1 所 定义 的 (ER, 83) 上 概率 测度 的 弱 收 敛 与 本 定义 
一 致 . 证 明 留 作 习 题 . 

6. 引 理 设 {EE,p) 为 一 距离 空间 ， 者 F 是 闭 集 ， 则 对 任何 
< > 0, 存在 有 界 -- 臻 连续 函数 了 < CotE), 使 得 

对 一 切 zeF f(z)=1; 

Gi) 当 pas) > eH 时 Fa) 一 
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fiiiy 对 一 切 z eB.0< fx)gl1. 
函数 了 可 以 选 成 一 致 连续 的 . 
证 明 如 下 定义 及 上 连续 函数 


l, 车 t+ 0， 
ptt)= 1-t 才 0g&tg1, 
0, 若 1<&t. 


若 令 
ffz) = (zp(z, F)), 

则 六 具有 所 要 求 的 性 质 ， 而 且 是 一 致 连续 的 。 口 

7. 定理 设 4 和 vw 是 (5,8) 上 的 概率 测度 ， 阁 

f fe) nr) = f fle) ar), v fe CulB) 

则 j= vr. 

证 明 只 需 证 对 - - 切 闭 集 下 有 

uF) = v(F). 
因为 闭 集 类 为 系 目 生 成 8. 令 
A:= {BEB: p(B) = zw(B)] 

显然 A 是 ~ 系 ， 因 而 定理 获 证 

对 任意 闭 集 F, 令 

fr) = pnplr.F)), reEE,neN, 


则 它 是 E 上 有 界 { 且 一 致 ) 连续 随 数 ， 其 中 yp 为 引 理 6 所 定义 ， 
p 为 五 中 昨 离 ， 由 


im 所 (z) = I (2) 


310 ， 和 蔬 六 章 ”收盘 概念 
及 控制 收敛 定理 ， 即 得 
RD = lm, 人 Gynm = im /eda=x Oo 


这 一 定理 说 明 弱 收敛 的 极限 是 唯一 的 - 


8. 定理 设 fo 心 , n & N} 是 (E,3) 上 概率 测度 序列 ， 则 
下 述 五 个 条 件 等 价 : 


1) pn 一 全 此; 

2) lim jf dyn = fdp, 对 一 切 1 EU(E){ 上 有 界 一 
致 过 续 实 函数 类 ); 

3) Hm nn) < AGE) 对 一 切 闭 集 三 

4) Ji nnfG] 2 MG 对 一 切 开 集 G; 

5) lim pn(A) = Kp(A), 对 一 切 4eB3 有 ww(8A)=0. 


证 明 1) 一 >2). 由 UW(EB) Cc Cs(E) 即 得 ; 
UE), 使 得 对 一 切 > < 瑟 fa(z) = 而 当 plz, 丫 > 二 时 
f(z) = 0, 其 中 p 为 中 距离 ， 且 对 一 切 x & EB,0 < Jmlz)& 1. 
易 知 fm 下 了 于 是 对 -~ 切 ?YY 二 NN, 
im Hn(F) S Bm fs» dn. 
由 2) 及 fm EU(E) 知 


im, /am = fn op 
令 n 一 o0, 利用 控制 收敛 定理 即 得 3) 成 立 
3) = 信 . 对 任意 开 集 G,0° 是 闭 集 ， 由 于 jn, 都 是 概率 测 
度 ， 因 而 3) 与 分 等 价 . 
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4 一 5). 对 任意 4E B,n(84) = 0, 有 
?CACA 
且 
nA) = pA) = p(A), 
其 中 集 4 如 表示 集 4 的 内 部 ， 它 是 开 集 ， 从 而 有 


EA = pA lm ptd) & lim pn(4) 


& lim pn(A) lim HnkA) 全 H(A) = pLA). 
此 妈 
,nn Ha{ 本 ] 一 H(A). 

5) 一 1 对 任意 fe co(BE) 设 a < 了 <b, 由 于 有 限 从 
而 对 任意 正 整 数 六 , 使 得 p{{z : Hz) = ce}) > 计 的 实数 只 有 有 限 
个 ， 从 而 使 得 jy({z : ftz) = 0) > 0 的 最 多 是 可 列 个 ， 故 对 任 
意 。 > 0, 能 适当 地 选取 正 整 数 N 及 实数 oj,j = 1.……，,AW, 使 得 
ja=ao <aoa < can 二 站 和 ai 一 ai < j=1,...N, 和 
ie =u})) =0,7=0.1,.…,N. 邻 

Aj;y={z: ei fr) <a}, j=1,..,N. 
易 见 每 一 4j < B 日 两 两 不 交 ， 且 卢 ==UU 六 1 4y. 此 外 ， 由 
BA; = A — A 
cf{tz: Fe = 01} Uz: fr) = 63} 


得 
RD 一 0.7 一 工 ,， 9 ,NN, 
即 每 一 4; 是 4- 连 续集 ， 令 简单 函数 


N 
f= 2 31， 
ja 
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则 
ED) 一 产 (z 趾 < es， veeE. 


-is 人 
+ ff apm- fr om) fr dan- fra 
Sap) + Blois hs) = pA) + pl) 


因为 和 4, j = 1,.… ,N 都 是 4_ 连 续集， 所 以 对 上 述 不 等 式 
两 边 取 上 极限 ， 即 有 
Ba ff apn ~ ff dnl < 2en(E) = 2¢ 


im | ff a franl=0 


因此 ， 


即 得 还 切 ， 口 

9. 定义 称 (已 ,3) 上 概率 测度 序列 {xm} 是 相对 紧 (relatively 
compact) 的 ， 如 果 它 的 一 切 子 序列 都 有 弱 收 合 的 子 序列 . 

10， 定义 称 (五 ,3) 了 概率 测度 序列 {4,} 是 胎 紧 (tight) 
的 ， 如 果 对 任何 s > 0, 存在 紧 集 KK. 使 得 对 一 切 n, pn (K°) < <. 

11. 引 理 若 吾 为 完全 可 分 距离 空间 ， 则 (E.B8) 上 的 每 一 概 
率 测 度 p 是 胎 紧 的 . 

证 明 因为 召 可 和 分, 所 以 对 每 一 mn 存在 半径 为 1/n 的 开 球 序 
列 1 no ” 团 蔓 E, 任 给 E> 0, 选 寿 局 得 His i) > 
1 - s/2”， 根据 完全 性 假设 ， 全 有 界 集 站 >: Uie,, Ani 的 闭 包 丘 
为 紧 集 (参看 定理 2.4.10). 显然 x(K) > 1 一 s. 因而 p 是 胎 紧 的 . 
口 
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12. 定理 (Tipoxopos 定理 ) 若 五 是 完全 可 分 的 ， 则 {5} 相 
对 紧 等 价 于 胎 紧 . 

这 一 定理 的 证 明 比 较 复杂 ， 有 兴趣 的 读者 可 参看 [Bil pp.37- 
4 加 或 {LLD pp.192-196, . 

13. 定理 Hn = HH 的 充 要 条 件 是 {rn} 的 任意 子 序列 {pun} 
有 子 序列 Hn" > HH. 

证 明 将 推论 3.2) 的 证 明 中 的 连续 区 间 代 之 以 一连 续集， 
即 得 本 定理 的 证 明 . 

14, 定理 {RKR*.B*) 上 概率 测度 序列 An 验收 敛 的 充分 必要 条 
件 是 pr,n 关 工 胎 紧 且 淡 收 伍 ， 

证 明 留 作 习 上 题 . 

习题 

1. 证 明 淡 收 笋 的 极限 是 唯一 的 ， 

2. 证 明定 久 1 所 定义 的 {有明 ,8B) 上 概率 测度 的 弱 收 化 与 定 史 
5 一 至 . 

3. 证 明定 理 14. 

4， 证 明 恨 上 概率 分 布 函数 族 {fo} 所 对 应 的 概率 测度 族 相 
对 紧 的 充分 必要 条 件 是 当 x 一 -ceo 和 z 一 oo 时， {fa} 对 a 一 
致 收 伍 . 

5， 设 与 随机 变量 族 {X。} 相应 的 概率 分 布 族 为 {ka}， 如 果 
对 某 个 实数 > > 0 也 {|XaFy 对 a 有 界 ， 则 ne 相对 紧 . 
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86 几 个 收 仇 之 则 的 关系 的 注 记 
由 前 面 几 节 讨 论 知 委 率 测度 空间 (有限 测 产 空间 ) 上 几 种 收 伍 
的 关系 可 以 概括 如 下 : 
KS XX 
业 


， 2 克 HY P(e 一 如 | > 去 ) < cc 
R=1 


1 
rr 
-二 ”不 能 推出 “二 , 是 显然 的 ， 现 在 举 几 个 反例 说 明 “一 ”不 能 
推出 “也 不 能 推出 一 -不 能 推出 “而 “5 
不 能 推出 “一 一 
例 1 设 (QR.F.P) = [((0,1,3{0,1',X) 


ky = Lr. REN, j=l ,k 
接 字 典 式 的 次 序 ( 先 按 下 增加 的 顺序 , 再 对 每 个 上 按 j 增加 排序 ) 
将 它 们 排 成 Xs 于 是 如 果 让 二 Ph 册 


1 
lin EX = lim hn 一 0. 


TT— 2 Eo 


站 


即 六 0. 但 对 划 weekenA 存 在) ENn[i 合 
Fki(w) = 1 所 以 有 无 穷 多 个 使 Ka) = = 1, 同 理 有 无 穷 多 个 nm 
使 ,fy = 二 0. 琶 对 一 切 we {0,1, { 芝 ,[w)} 不 可 能 收 伍 ， 

即 XK 一 0 不 能 推出 XX 0. 

例 2 .对 -一 切 庆 EN.j=1.2..….k.p>0, 令 


Wk 一 大 oa 


sw 本 有 
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其 中 gi; 如 例 1 定义 ， 枉 按 宇 上 暴 式 将 waj 排序 ， 记 成 {了 则 
P(Y,| > 0 = POX-=1 0 即 yY 0 但 

1 
kn 


EY? = kK, EX? = Rk. 三 1], YneN, 


P 
页 到 一 0. 阳 了 芍 六 0. 
例 3 . 在 例 1 的 概率 空间 上 ， 令 
在 nk) :一 al? 2 


也 .已 ， FP 
则 Zs 一 一 上 但 EX? =nEloiy=n: 汪 =1 思 0, 即 XY, 思 0. 


nh 


在 随机 过 程 中 有 更 多 自然 产生 的 例子 . 
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本 章 将 应 用 第 八 章 的 各 种 收敛 概念 讨论 “大 数 定律 "一 这 是 
概率 论 中 的 一 个 重要 部 分 ， 但 是 我 们 这 里 主要 讨论 rv 独立 或 不 
相关 的 情况 . 
1. 简单 的 极限 定理 及 其 应 用 
1. 定义 设 {X。: ne N} 是 一 xv, 序列 ， 今 


Sn := YY Kp, 如 后 本， 
££ 二 1 


在 古典 意义 下 ， 若 EE(5,) 有 限 且 

Sn — EUSn) 2 0 
则 称 {Xn"]} 服从 弱 大 数 律 ; 

Sn E{Sn) 2 


0， 


则 称 {Xn} 服从 强大 数 律 . 在 现代 意义 下 ， 若 存 在 {an} C RR. {b.} 
已 联 +， 且 bn — oo 使 


Sn "~ dn 


一 0 依 慨 率 记 {或 a.s.)， 
则 称 {Xn} 服从 弱 (或 强 ) 大 数 律 . 
2， 由 定理 8.3.2 立即 得 到 | 


(1) E(S2) = ofn2 一 > 之 一 0， 
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因而 由 定理 8.2.4 知 有 一 子 列 {ns} CN 使 
a 
一 上 一 一 0. 
ny 


下 面 我 们 讨论 一 下 什么 条 件 下 ELS%) = ofp2) 成 立 : 容易 算 


出 
(2) Es2= 3 E(XD)+2 DT ECX 
是 一 1 入 了 之 遇 才 ?1 

这 里 右边 有 mn? 项 ， 如 果 不 加 条 件 ， 一 般 只 能 得 出 ES2 = O(n2), 
要 想得到 (1) 中 的 前 提 , 最 自然 的 想法 是 引进 下 列 的 概念 ( 它 在 现 
实 中 也 是 有 意义 的 )， 

定义 设 凑 Y 为 rw ,BX < ec; 开 7 2 < eco 县 
(3) E(XY) = EX .EY,. 
则 称 X,Y 不 相关 ， 若 (3) 代 以 
(4) E(XY) =0, 
则 称 X,Y 正 交 . 

注意 : (3) 等 价 于 cov (X,Y) = E(X ~ EX)(Y -~ EY)=0. 
即 X,Y 的 相 美 答 为 0. 当 BE(X) = BY) 90 时，{3) 化 归 (49. 而 
二 阶 算 有 限 的 条件 是 需要 的 ， 国 为 它 保证 E(XY), EX, EY 的 有 
限 ， 还 应 注意 
(5) 半 ,Y 了 独立 一 > 区 ,了 不 相关 . 

若 {XX : ne RN} 为 两 山 不 相关 rv, 列 , 则 {Xn 一 BX,: ne 
本) 为 正 变 列 ， 于 是 由 {2) 的 计算 得 到 


(6) c2(S) = Yo Xn). 
让 二 1 


若 SUP:, oAX,) < Oc, 则 得 
c2(3n] 一 OQ{n) 一 ofn2) 
因而 由 (1) 并 经 直接 计算 即 得 
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3. 定理 若 {XX,, : n E 本 两 两 不 相关 ， 且 sup,, 0 (Xn) < oo. 


则 
Sn CO— ES 2 0 
nm 
因而 
Sn — ES 卫 ， 0 


事实 上 ， 我 们 可 以 将 上 述 结果 增强 为 
4. 定理 在 定理 3 的 相 癌 | 假设 下 ， 
Sn — ESn 2% 


六 


0. 


证 明 不 失 一 般 性 ， 可 说 对 一 切 & N，E(X;) = 0. 十 是 ， 
Xn, EN, 正 变 ， suby EX? =: 4347 < oc. 而 出 (2.4) 即 得 
E(S?) & Mun. 
再 由 geSprmes 不 等 式 知 : 对 -一切 = > 0. 


Afn A 
{1) PIl|S,| ne) & 一 = 


nie? ne2’ 
如 果 我 们 对 子 列 {n>} 求 和 贱 得 
A 


Es . Np 
> 下 (So>| 产 re) 裤 3 7 < bo, 


ni 二 ] noil 


由 ”Borel -Cantelli 引 [ 理 知 : 
卫 (| Saz| 22s， io.) = 0. 


[= 


由 


故 对 -- 切 z>0 有 
P(N VU 


因而 由 定理 8.1.3(i)} 知 : 
Sa se. 
(2) 本 -一 0 


$1. 简单 的 稚 限 定理 如 其 应 用 319 


现在 我 们 将 这 个 结果 扩张 到 整个 序列 9 jn, n & N. 
显然 对 一 切 ke R. 存在 ne 和 NN 使 n? &k< (n+1, 而 


(3) [Sxl 所 [S32! 十 [Sx S12| 全 [S52| 十 Dn. 
其 中 
DD,, := max 5S; — S52| 一 13X SN 一 身 ,3|、 
aa | ™ el | * 必 | 
于 是 着 能 证 明 
n 耐心。 
(4) 0 


则 由 (3) 即 得 
[Sxl < [Soz| + DD» 
k n2 . 
结合 (2), (4) 即 得 定理 的 结论 . 
由 D， 的 定义 基 


nk<tnt1), 


fm 一 1)2 一 1 
Di= max 9 一 So 区 |S ~ Sl 
T2122 R=n2+1 


， 1 二 112 一 1 大 . 
ED}g 5 YY xX) gn 


nir] 1=n2+1 


因而 由 se5prmmes 不 -等 下 得 


PID, 3 nse} 所 

应 用 由 (1) 推出 (2) 的 回 样 让 法 即 得 {4)， 口 
下 面 我 们 介绍 定理 3.4 的 一 些 应 用 . 

5. 定理 ( Borel ) 对 一 切 。& i0,1) 将 其 展 成 十 进 小 数 


w=0tita., Elw) € {0,1,2,... ,9} 
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当 由 = 和 mAl0nfn E N, me [190")mN) 时 上 述 表 示 式 取 有 限 形式 
{ 即 某 一 位 后 者 是 数码 站. 则 &&, 上 EN, 是 忆 的 Borel 可 测 函 数 ， 


全 


ww) := |{R: rlw) = 6 R= 1,2,...,n)|, 
其 中 |4| 表示 集合 4 中 元 素 的 个 数 ， 则 


sw) 1 
n 10° 
其 中 ”为 B10,1} 上 的 Lebesgue 测度 . 
注 这 条 定理 就 是 有 名 的 Borel 强大 数 律 , 它 是 解释 概率 慨 
念 的 一 个 最 古典 的 基本 定理 ， 语 来 Xuxeumn 用 迷 分 数 证 明了 构 率 
论 中 的 第 一 个 重 对 数 律 , 这 些 对 慨 率 论 的 极限 定理 (独立 情况 ) 有 
深远 的 影响 - 
证 明 (大 意 ) 考虑 概率 空间 (9,F,P) := ([0,1),2[0,1,), 则 


可 证 上 上述 的 6, n € N, 是 独立 且 同 分 布 的 rv. (iid), 其 分 布 为 
1 


X{fwe [0,1): lim 


Pten 一 如一 40: £=0,1,.'. ,9, neEN, 
二 :三 Te, =2}: 


则 人 多 后 N, 也是 iid, ee 3 的 菜 件 (EX,, 一 1710， 
EX2 =1/10), 于 是 下 (w) = "Xk(w), 由 定理 4 


6. Monte Carlo 积分 设 了 e022([0,1]), 和 ,tn,nEN,iid 且 
&% ~ 上 0,1] (此 处 及 以 后 用 PT 表示 区 间 了 上 的 均匀 分 布 ), 则 


n 1 
玉宇 Es f fe) dr =:1, 
RD k=1 2s yo 
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: 1 六 ! 2 
Pm-r >en ts/ (1/ fdz) dz 噩 
0 0 


7. 例 高 维 立 方 体 几 乎 是 -- 球 面 . 
设 Xn,n € 入 ,为 tq 序 肇 ， 和 有 XX ~ U1.1), 则 go2(X%) = 
EX? = 1/3, 全 4 知 


as. 1 
一 i XE > 3 (0). 


这 就 是 说 ， 当 n 充分 大 时 ， 避 " 的 立方 体 (一 1;1)" 中 的 点 几乎 都 
在 了 的 球面 5(0. vny3) 附近 . 
或 者 说 、 对 一 切 = > 0. 
1 1 
(few 人 -nseps 人 Goncao)- 
3， 定理 《Weicrstrass 逼近 定理 的 Bernstein 形式 ) 设 fe 
C(0,), 令 


El n my nm m 
Bn{x) = 的 {1 — xz) (=), 
XEI01, neN. (n 阶 Bernstein 多 项 趟 ) 
则 


sup | 瑟 fz) — Flix)!— 0 
DErgl 


即 f 可 用 它 的 Bernstein 多 项 式 一 致 逼近 . 
证 明 对 一 切 rz s [0,1, 存在 id 序列 XX,, ne N, 使 
P(X =1)=7z, P(X,=0)=~1-z, neN, 
因而 EX = 2, oO Xn) 一 zf 一 四 令 5; := Xi 则 


了 (9n = m) = (jsra-arn， 1 一 O01 ,n 
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因而 EFS%win) 二 号 re) 由 十 在 [10.1] 上 一 臻 连续、 所 以 对 一 - 


| 村 


[Bn ix! Fi 一 EL (>) 六] 


Sn ， 
<-+2 sup FDP( -el > 相 、 
并 


再 由 ue6mmes 不 等 也 


故 由 上 两 式 即 得 
uP < 0.1] | 


sup | 五 tr] — fr) + 古语 . 口 
re[0, i] S 62 从 


9， 定 理 (Laplace 变换 的 逆转 公式 ) 设 上 为 [0,coy 上 的 慨 


20) = {pay), 
其 中 := ar 0 (z= 0, 有 


[roel 


1 
lim 3 n(n) = [0. xl, 


=n 


即 4 可 由 表 山 
证 明 对 一 茹 8 0, 可 以 对 ww 求 天 阶 导 娄 
PO) = 上 (一 及 se ptdy). 


全 
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取 8=n,x>0, 则 

[mzl fi oo rczj 

> Ont < ye nu Ce ldy). 

Kk 二 : J k=0 
由 于 e-”Y(nyj*jkt 是 以 ny 为 参数 的 Poisson Tv 等 于 天 的 概 
率 ， 想 到 取 XX.… Xd 了 (Wg)( 表 示 以 y 为 参数 的 
Poisson 分 布 ), 则 由 此 假设 及 定理 3 得 


[na x 
3 a 一 P{X1 Tn 车 SE nz) 
k= “ 


- P(- Xs -EX,}< <- 贡 


| 0D， 一 站 所 

no 20. 
1 TC 一 yy> 0 

政 当 py({z)) = 0 时 ， 即 得 

Ia]j 一 1 大 

lim >、 2 


PT k=0 


niyis}n) = gl0,2]. OO 


习题 

1. 设 (Po be 日 , 为 一 族 概率 空间 ， 9 为 一 有 限 或 无 
限 区 则 ， Xn, neEN. 为 rr. 列 旦 

EsX, = 8. og2(0) := Eg(X,, — 0 = of(X,). 

设 we CeB) (9 上 的 一 切 有 界 连续 函数 组 成 的 集 ), 且 对 一 

切 8 & B0219) 一 Dfn 一 oc), 试 证 : 
Egu(t Xn) — uid) (no 20), te. 

而 且 在 有 (9) 一 0 一 致 成 立 的 每 个 采 区 域 上 , 上 述 收 切 是 -和 致 的 ， 

试 应 用 上 述 结 论 于 下 列 各 种 铺 形 ， 并 得 出 相应 结论 : 

1) 设 Po (xn 一 2 一 (ea — Oh k=0,1,2,...,n; 


324 第 和 这 ”大 数 定律 、 随 总 级 数 


、 Ah 点 
2) 设 PexX, 一 一 | 一 e-"e et) R=0.1,2,....,n; 
“ 名 中 1 
31 江 在 Py 之 下 服从 会 数 为 n 和 m9 的 了 [分布 即 


0. 所 0. 
了 Poly & 2) = 1 六 tn 
| ed 0 


对 于 2). 3) 两 种 情形 ，n 为 正 实数 时 亦 有 相应 结论 ， 不 过 在 
3) 中 位- 1 应 用 Ttn) 代 赤 . 

2. 设 PEcClHnD 和 二 1 5 n EN, 为 独立 rv , 且 
名 .对 一 要 = >0. 邻 环 (人 :Testem nn € [0,1/e], 这 
证 : 

Pp 1 
研一 co 
Enel ‘ 


本. f 的 假设 同上 是 |. 设 有 ,ns 为 袜 可 1 县 4 ~ 
U0. 1]*, 设 nn 二 (nl1, Eno), 风 


1 x 1 

2 Teesoen Ef flr)dr (n= 0), 
4 fn 和 (mn) 的 假设 与 习题 2 同 ， 设 we Cl0,4j, 则 

sD wien)a(n) fl) fr)dr (n+ 00) 


ORsn 人 el 


5. 将 定理 8,9 推广 到 fe C0,17 的 情形 . 


2 加 大 数 定律 
定理 1.3 中 的 结论 仅 与 蕊 ,的 期 望 有 关 , 但 条 件 却 涉及 到 一 阶 
矩 ， 于 是 我 们 可 以 间 : 这 个 假设 是 否 可 以 去 掉 ? 这 样 就 有 了 Xnm- 
ww 弱 大 数 定律 ， 他 证 明 这 条 定理 的 同时 ， 引 导出 等 价 序列 的 方 
法 . 
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1. 定义 设 {XX : ne 民 }, fi ; nn & 杀 } 是 两 个 随机 变量 序 
询 ， 若 


P(X, A Y,, io.) = 0, 


则 称 它 们 尾 等 价 . 
由 Borel- Cautelli 证 理 立 知 ， 若 


> PLX Ea Yh ) 20, 
m1 


则 {XX, :neN) 与 17. : ne N} 尾 等 价 ， 由 此 易 知 : 对 于 个 
ry 列 {XX nn €}, 带 前 可 以 道 过 :截断 ”的 手法 得 到 一 个 与 之 
尾 等 价 的 rr. 列 . 
对 于 给 定 的 Lv 证 及 cE (0.3c). 称 

.|X|&e 

0、 当 |X|>e 

为 XX 在 cc 外 的 截断 . 十 是 对 于 任意 一 个 有 限 值 1.*. 列 {Xn: ne 
N}, 存在 cn € (0,cc) 使 


1 
P(X,| > crt) Dr 


有 :一 RIX ee} -1 


因而 
> P(X # Xi) = 并 PK > cn) <1 
二 1 m=] 
于 是 {X;, : n EN} 与 {Xr : ne 对 } 尾 等 价 . 
2， 3| 理 设 { : n € 可 }, {也 : n & 条 } 为 尾 等 价 的 两 个 
rv. 列 ， 则 
1 5 一 也 as. 收效 ; 
2) 对 一 茹 {an} C RR, Qn 一 cc， 


LK) 0 as 


Gn p=1 
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因而 也 依 概 率 收 合 于 0: 

3) 以 概率 1. XX 全 (lan) DX 与 (lan) YY 
同样 的 方式 收效 或 发 散 ( 收 敏 等 价 ); 

人 车 (fan) ZE Xr XM (len) Di Y TX. 

证 明 由 尾 等 价 定义 知 ， 存 在 NN < 于 PLN) = 0, 使 对 一 急 
WE NS. 不 可 能 有 无 穷 个 nteN 使 三 of] 关 Yl) 成 立 ， 即 存在 
notw) 使 
(1) Yn nal}. Xn (2) = Th lw), 

由 此 即 知 2), 2), 3}. 名 成 立 . 

3. 推论 若 富 半 | P(X 关 训 )< oo, 则 引 理 > 中 的 1 和 都 
成 立 . 

4 定理 设 .nn € 提 , 为 iid 序列 ， 9 :一 工 世 Xe 则 
{XX ;RE N} 满足 弱 大 数 律 ( 即 存在 {en} 切取 司 Swin— dn 0) 
的 充 要 条 件 是 
(1) Jim n xP(|XI| > 7X)=0. 

在 和 茶 件 成 立时 ， an := 了 (XY). (注意 ; 本 定理 的 这 一 部 分 不 要 求 
期 望 了 Xi 存在 . ) 


特别 (Xman 定理), 若 EXi| < ec, 则 


Sr, P 
(2) EX. 
ni 


证 明 充分 性 ， 对 给 定 的 n, 令 
Knk := KE = 有 Sa KR=1,2, ,Nn 
3% :一 nl 十 :十 大 an， 
则 三 nn 独立 ， Xk = an 且 对 任何 给 定 的 = > 0， 
下 (Sm 一 en > 人 及 忆 US/ 一 am > Ee) + Pls # 5%). 
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右边 第 二 项 
Pis,, 天 1) 人 PI[= 开 使 XE < i 


3 n 
(3) yy PlXEF Rupl = nPOXI|>n) oo 0. (noo. 
=1 


了 


右边 第 一 项 由 ae5ptuep 不 等 式 知 
: 2 2 
07 (>=) oO (Xn1) EX 


‘it) 了 (Sa 一 an >e) Ee 
而 由 引 理 6.2.11 知 


ElX,1|* =|/ ri dv,, (2) 一 2/ y{l 一 F xa, (HW)) dy 


0 EE 


n na2 ne2 


=2/ YP( Ant| > yy} ay < 2 / yPiX| > vy) dy, 
0 0 


|| 


最 后 “个 不 等 式 是 因为 ; 当 y> nn 时， P(X > P(0> 功 

0; 当 y gn 时, 

P(Xnl > ) 三 PllXnl! 六 7n) +-P{n 写 | 瑟 m| > y) 
=PlXi| elyn)) PUXL> WN 


由 假设 知 对 任何 5 > 0. 存在 如 > 0, 使 当 y yw 时， yPUiXi| 
y) < 65, 于 十 对 一 切 n> 其 


MY 


EX2, .1 fw 1 ff” 
le ， 二 
pn < :/ yP{.Xi| > Wdy+ 人 yP(l|Xi| > yay 


< sup [PILE > WI + 


形 ogyEyo 
由 此 邑 知 lm EX21/n = 0, 因而 由 (3)-(4) 知 om 一 an 二 0. 
必要 性 的 证 明 用 到 对 称 化 的 手法 ， 为 此 ， 我 们 先 给 出 
1. 定义 看 pr 三 与 - 丰 同 分 布 则 称 它 为 对 称 r.v.: 若 
TV. Xi， 和 独立 ， 且 部 与 XX 同 分 布 ， 则 称 着 := 呈 一 各 为 二 
的 一 个 对 称 化 r.v. ( 它 是 一 个 对 称 rv.) 而 让:= Fx,_x = Ft 
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We Fx 的 对 称 化 分 布 ， 显 然 由 乘积 测度 定理 容易 由 下 出 发 构 
出 它 的 对 称 化 r.v. . 下 面 要 进行 更 一 般 的 构造 ， 

i 下 二 {Xs : n ENN} 为 -一 独立 rr. 序列， 由 乘积 测度 定理 
存在 两 个 相互 独立 的 rv, 序列 X* = {XE 站 E 到 =12 并 
且 都 与 X 同 分 布丁 慧 匀 := {Xn := Xl - 和: nn & N]} 仍然 是 
独立 rr. 序列 ， 并 且 它 的 每 一 分 全 是 蕊 的 相应 分 量 的 对 称 化 . 
这 种 构 壮 (1, 区?) 的 手法 ， 实 际 上 是 -种 (独立 ) 耦合 . 

. 现在 证 明 两 条 关于 对 称 化 手法 有 用 的 引 理 : 
*2). 引 理 (对 称 化 不 等 式 ) 设 X1,， XX 是 独立 司 分 布 的 TY， 


则 
(5) P(X — Xa) >) < 2P(UXI| > ;0), Yu > 0. 
若 z>z0 满 足 了 (ES 四 2p 及 POCOC > -Qj>p, 则 
(6) PUL Xl> SpP(X | > uta), Yu>0, 
特别 若 0 是 苇 的 中 数 ， 则 有 
(7) P(XI - Xo») 5P(| > vu>0 
证 明 国 为 对 任何 + > 0, 必 有 
{2 > > 9 
D {2 : Xi — Fal) > 寺 
5 {wo Ki) > vt a Kalw) < a} 
Uf Ki) < ua Xl) > -al 
所 以 由 XX1, Xz 独立 同 分 布 知 (5),(6) 成 立 。 口 


"3)，3 引 | 理 设 XX = 1 ,n, 是 对 称 ~Y 且 独 立 ， 则 
Sn :二 P| Xk 为 对 称 Tv.， 月 有 


(8) P(llSn|>#) 六 3P (mex, [Xr > Yu> 0 
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和 若 六; 还 同 分 布 ， 则 有 


(9) PliS,| > (1 一 enP{X > 


证 明 邻 A :一 写 玉 ， 二 中 


Te) 一 Te 
(0 = infk: Raoi= 本 Datej 


青 令 工 := 9 一 好, 刚 易 风 (LM), (LM), (5M (LM) 

辣 分 布 ( 留 作 习题 ]. 于 是 对 任何 >0 有 

ES > = PAf+L>WFPMS> LED 
1 


= 5P(M > ur 20)+P( > -L>0> 3P(M > 由， 


辣 理 了 PP(5% < 一) > 了 Pt < 一). 故 (8) 获 证 . 
若 Xk 还 同 分 布 ， 则 由 


Plmax Xs < = TE POUXE < = {POX < a) 
=I 
及 初等 不 等 式 1 一 uw <e*. 对 一 切 we (0,1) 成立 ， 即 得 (9) 式 . 
口 。 
必要 性 的 证 明 : 象 1) 那样 构造 对 称 化 独立 rv. 序列 六 , 它 
的 部 分 和 9 是 Sn 一 入 他们 的 对 称 化 ， 设 nt 是 Xl 的 中 数 ， 依次 应 
用 引 理 轨 的 (5 引 理 3) 的 (9) 及 引 理 2 的 {6) 即 得 


2P(3n 一 meal > ne) > 卫 (|5n| > 2mne) 
六 3 一 exp(~nP(|X1| > 2ne)) 
之 :0 一 exp( 一 了 P(PG| > 2ne 十 1 


自 弱 大 数 律 大 立 知 芋 式 左 端 当 = 一 oo 时 趋 于 0, 于 是 上 式 右 端 趋 
于 0, 因而 条 件 的 必要 性 成 立 ， 
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Xe 定理 的 证 明 如 下 : 苍 证 | < x. 则 
rzP{X | > 7) < EE [XT 考 ] >»7}] 一 0, 当 z 一 co 时 ， 


区 
an= ElXiaen EX {no Xx) 
所 以 
SS So, 1 P 
EX|= 0-(E XI-a) 0. 0D 
nn 好 


在 定理 4 的 证 明 小 当 : 际 考虑 的 必 Xng, 二 12 80 = 
?Xins ne N, 的 大 数 律 S41n -an 二 0. 关于 这 方面 我 们 有 
下 列 更 一 般 的 定理 . 

*5. 定理 对 一 切 EN 人 12, kn 征 镍 这 9 ， 
目 Xo 的 分 在 各 为 Big 令 所 一 20;b5 > 0, 设 Xow 满足 下 列 
条 件 


(1) $F POX > 一 0 {naa) 
及 
(2) bn by mdr) 一 日 (na 一 oo] 
k=1 dlelsb, 
则 
a Bo no0). 


其 中 Sn 一 Te 发 Ti， tn 一 yn ) as, 下 四 正人 
证 明 令 S := 全 ;六 则 其 证 明 步 蝶 与 定理 4 - 样 ， 首 
先 由 0) 


ks 
了 (Sn SAE PX! > bo ot 


一 


me 
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其 次 ， 对 一 切 e > 0. (注意 om = BS’ = 人 名) Ex 有 


|S 一 an 2 
eC 
ey 
_， 
3 k=1 2 
由 定理 获 证 . 


这 傈 定理 较 之 定理 4 有 了 两 点 推广 ; 站 5 关 n, 这 一 点 可 参考 
jiChll 5.2 练习 5,6; 训 不 是 序 剂 , 而 是 三 角 阵 ， 这 一 点 可 参考 [Dul 
例 5.8 (p37), 征 机 排列 .关于 zy, 的 三 角 阵 满足 弱 大 数 律 的 讨 
论 可 参看 [LLLi 第 二 ， 三 章 . 


习题 
1. 设 叶 Ti 和 和 服从 Cauchy 分 布 ， 即 
” dt 
Psa=f zl + 2] ER. 


试 证 : zPI | > x) 一 2/r 关 0. 因而 由 定理 知 不 存在 on 使 
gu 一 an D0. 


2. 没 区 ,为 tod 序列 ， 革 


P(X, = (1 Ik) = RE 天 3. 
其 中 满足 并 ? ， = 1. 试 证 EXi| = oo. 但 有 一 常数 a 
使 二 二 
Tt 


3. 令 pk = 1/25kR(E1 REN Dm=1- (pt+pa+…), 设 
为 站 序列 ， 
PIXn=—l)=po Ps= 和 一 人 = 天 ER 
则 EX,, 一 0， 令 一 1 十 本 十 访 n， 试 应 用 定理 5 证 明 
9 
ni logon 


—1, 


332 第 九 党 ”大 数 定 律 ， 随 机 级 数 


其 中 logs n 表示 2 的 以 2 为 底 的 对 数 ， 

4. 证 明 : 定理 4 的 证 明 中 的 引 理 3) 中 的 (ZY), (5 一 MM) 
{一 上 .MM)，( 一 L, 一 MM) 同 分 布 。 (提示 : 因为 各,…. .XX 都 是 对 
称 rr, 且 独 立 ， 于 是 对 任何 Borcl 可 测 函 数 f(z1,… .ro 来 说 ， 
让 症 或 一 总 = 都 是 同 分 布 的 . ) 


8 随机 级 数 的 收敛 
下 面 我 们 讨论 强大 数 律 成 立 的 条 件 ， 为 此 先 讨论 随机 变量 组 
成 的 级 数 的 收敛 性 ， 本 节 假 设 所 下 随机 变量 部 是 有 限 值 的 . 
1. 没 1 nn &€ NN} 是 一 个 rw 序 刚 我 们 考察 
En a 二 Rptby, >) 
n=l kl 


收敛 区 域 的 特性 ， 记 Ti := af > 2 即 了 是 序列 {Xn: 
maEA 自 nm 以 后 的 尾 {Xi :天 衬 人 二 1 所 生成 的 ec- 代数 ， 并 称 
=- 代 数 


了 Ti:= 门 了， 


[| 

为 {Xn : n Ee N} 的 尾 o- 代数 . 尾 c- 代数 中 的 元 称 为 尾 事 
件 . 昌 于 这 ;Xi4 与 避 之 1 Xr 的 收 合 域 相同 , 当 bn 一 oe 时 ， 
{165) SR 与 (1/5nym) 2 1 Xs 的 收敛 域 术 同 , 所 以 对 一 
切 半 二 本 和 富 |X 16%) Xp 的 收 就 域 属 于 本 因而 属于 
本 

关于 独立 rv 的 尾 o 一 代数 有 下 列 定 理 . 

2. 定理 (Kornmoropos 0-1 律 ) 任 一 独立 rv 序列 {Xn: ne 
NN} 的 尾 事 件 的 概率 为 0 或 1. 

证 明 只 需 证 : 对 一 切 4e7.P(4 = P(A4nmA4)=P(4). 亦 
其 4 与 4 独立. 
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事实 上 , 对 -- 切 RE 和 .Tn DT 了 与 c(i 于 ,) 独立 ,所 以 了 
与 (or, Rn) 独立 ， 国 而 了 与 ojo(X.… ,Xn)) 
独立 ， 但 后 郑 2 本 . 故 了 与 了 独立 ， 口 

定理 2 虽然 说 明了 独立 TY. 序列 {X,，: n E N} 的 级 数 
并 或 (1/55) 并 人 人 一 00) 的 收 襄 性 只 有 两 个 裕 端 全 
形 ; as, 收 伍 或 as. 不 收 敏 ， 得 是 它 并 不 能 给 出 判断 a.s， 玻 伊 
的 具体 准则 .这 方面 有 用 的 是 下 述 定理 . 


3. 定理 (Borel 0-1 律 ) 设 {An: ne NN} 是 独立 事 仁 别 ， 刚 
Poni {Er 


证 明 前 一 结论 是 Borel- Cantelli 引 理 的 推论 、 今 往 证 后 -- 结 
论 ， 由 于 ny Ee 阿 独立 ， 
P(Anio) =P(N UY Ak) 
hn 
=1~— lim lim [ln P(AS) 


Tx, PUAR) = Ts — PLA) 
入 II 入 ，。 ee 一 Pt] 一 上 Dr PEARY 


故 由 于 >, P(4n) 二 xc 知 P{An 10)=1, 口 


4. 推论 若 天,, neE NN 为 独立 rr 列 网 X 一 0 当 县 仅 
当 对 一 切 ee {0,90), ?x1 PHXR| 寡 中 < co， 


证 明 ,一 0 当下 仅 当 对 :一切 。> 0 


0=P(N U {Xa 2 0)}) = P(X > cio) 
外 此 区 下 


因而 由 定理 3 知 推 沦 获 证 口 
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下 面 来 建立 独立 Try. 的 级 数 和 as 收 笋 的 准则 ， 它 是 建立 
在 Borel-Cantelli 引 理 及 下 列 重要 的 Komworopoa 不 等 式 的 基础 
上 ， 可 以 说 各 种 大 数 律 的 研究 吏 是 建立 在 相应 的 不 等 式 的 基础 上 
的 


5. 定理 ( Konmoropos 不 等 式 ) 设 {XX ; n € 本 是 独立 rv. 
列 ， EX 及 og2( Xn) 有 瀛 ， 记 Sn :一 Spl 让 则 对 一 切 >D, 


| 1 Cal a 
(1) P( wes, |Se ~ BSe 2¢) < 53 Doe) 
若 还 存在 4 使 
(2) vn 有 Xi EX|EA<o. 
出 还 有 
{e+ A)? 

195 一 、 El 空 1— . 

(3) P( 一下 > > ) > IE 


( 注 : (1) 中 的 事件 包含 se6armes 不 等 式 中 的 事件 ， 因 而 (1) 
比 后 者 强 . ) 
证 明 不 失 一 般 性 ， 可 设 EX 二 0 (否则 用 看) 一 站 代 赫 


Kn), 

国定 s > 0, 对 于 集 
{4) 上 : 二 全 : 1 JS 空 el 
中 的 任 一 we, 令 


vw) := min {Rk :1 gk en, [Splw)| 2 e} 
则 7 是 定义 在 A 上 的 rr. (如 果 约 定 min@ = sc, 即 vw) := oo、 
对 一 切 wEA< 刚 > 为 可 测 国 数 ). 令 
Kk := {ew : vl) = Ek} 
{5) 一 > e}, 


k= 1,2,.... ,7, 
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其 中 对 站 = 1 maxiejyeo|5;(w)| 理解 为 0 此 处 v 是 所 说 极 大 值 
> = 的 “首次 时 间 ". 而 As 是 事件 六 是 首次 时 间 ”. (此 处 > 为 - 
个 “ 停 时 … 停 时 技 瑟 是 现代 概率 论 特 别 是 随机 过 程 沦 中 广泛 应 用 
的 方法 }. 于 是 
(6) A= UU Ag, 
k=1 

且 A4, 玉 = 1,2.... ,nn. 两 两 不 交 . 

1) 完 证 不 等 式 (1). 出 于 AR Eee ,为 
zf 可 测 , 而 5 一 Sy = Dp Re oe. Xi,) 
可 测 ， 所 以 SEITa 写 3 一 Si 独立 、 于 是 由 {6) 知 


入 
spaP= > / [Sp + (5, ~ Se)? dP 
内 kl dA 


(7) = [S2 十 295(S — Si) + (C85 — Sr J 
[和 


而 由 独立 xy 的 期 望 性 质 知 
人 Shi(S — Sy) dP = 王 [(Skmj(s。 — $4) 


‘8) Te 
= E(Sila ES ~ Se) = ElSila). 3 EX:=0, 
=k+1l 


故 由 (7), (8). (5), (6), (4) 各 式 知 
go2(S,) > / sigp2Y | Sdpye Vv plAs) 
A RE1 da k=1 
= EP(lA)= eeP( Dax, jSi| 2 2). 


丝 即 (1) 式 
2) 再 在 假设 (2) 之 赴 证 明 (3) 式 ， 令 


9 :二 a 
(9) Ak := {a [Sii < e 
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( 则 Ax | 日 Ax = 4x_1 Ax). 注意 到 
SR -14 十 用 8 一 DR 1 = Slay + Iklan,, 
SE- 1. HA. 1 都 与 XX 独立 ， 

(10)} Dalas 一 了 mA 三 0, 
并 将 (10) 式 两 边 的 绝对 值 平方 ， 然 后 取 期 涓 得 
瑟 | -1 Tax .1 Fz 十 a KEP Ap_1) 

= ElSslarl? + ElSxIA,|’, 


(11) 


再 由 (2} 得 
(12) [Sxlas. SE [SE TA! = [Xglas| S {e+ A}TA,. 
将 :12) 代入 0012). 并 注意 P(A4i_1) > P(Am) 即 得 
ElSt_iTar_ | + o (XE)P(A) 
< ElSplas|: + (e+ A)?P(AL). 
对 大 = ],2,… ,nn 求 和 {仍然 约定 So = 0), 即 得 
> XIPLAN) < ElSiTa.|? + {e+ A) PE P AAA 


SE PA) te t+ A PA) & (e + A)? 
再 注意 到 45 =A 即 得 (3) 式 ， 口 . 
6. 9| 理 设 {XX : ne 时} 为 独立 Tvy, 序列 ， 
DD 若 n Xn) < oo 则 忆 人 (Xn 一 Xa) as 收敛 
2) 车 1 02(X,) = co 且 对 一 切 n EN,|X, 一 也 Ka 所 全 < 
oo0, 则 1 — EX,,) .5. 发 散 . 
证 明 3 1 全 EX,) .Ss. 收效 ， .5. 发 散 就 是 序列 Sn 


ESn,n E 本 as. 收 鳅 ，a.s. 发 散 的 问题 ， 不 失 一 般 性 可 说 Es。 = 
0. : 
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1) 由 as. 收敛 的 判别 条 件 知 为 证 1) 只 需 证 明 : 对 一 切 e > 0， 
(1) P(U{lSnre — Sn 2 6}) »0 一 oo 


而 由 Keonmoropos 不 等 式 (5.1) 及 Dl o2(X) < ao 知 
P (Uflsot -5n| > 6}) = P(U{ max |Sn+v — Sn| > e}) 


二 近 斑 委 虹 
2) = lm a P( 过 ax, [Sar — Sn| > <) 区 Ji 二 Cs 
:二 1 
1 oe 
-0 
政 (1) 成 立 ， 因 而 {5%} a.s. 中 人 语 . 
2) 注意 到 
{二 Xx 发表 }= U 站 U {IS Sn| > <) 


SNU{ gr, [Sat — Sol > e) 


1 


而 由 Konmoropos 不 等 式 (5.3) 及 og?(Xn) = oo PE 所 4 


知 
P(U > U{ mas, lSnrs Sn| 之 =| 


= lim P( max |Sntx — 5» 1> = 


2 一 oo 1gKEv 
二 2 
> lim (1 LE ) -: 
V+oo S10 (Xr) 


注意 到 可 数 个 概率 为 1 的 事件 的 交 的 概率 仍 为 1, 所 以 
卫 (2 Xn 发 散 ) 之 P(N U { 1 [Snrr — Sn| 六 :}) 一 工 . 


政 | Xna.s, 发 散 . 口 
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7. 定理 {二 级 数 定 理 ) 设 {了 : n E 9} 为 独立 rv. 序列 ， 
对 于 一 个 给 定 的 常数 4, 定义 区 为 ,在 4 处 的 截 割 ， 即 
Y,(w) := | 三 fw 世人 4， 
0. 当 iX%{w)| > 4， 


则 级 数 天 ,a.s. 收 化 的 充 要 条 件 是 下 面 的 三 级 数 同 时 收 钱 : 
1) 5, PUX,| > A)= Dn PlXn 天 下 
(2) > BY: 
(3) 57 oA (Yh). 


证 明 充分 竹 : 由 于 号 ,me 和 独立 有 (3) 路 印 ， 所 以 由 引 
理 60) 知 于 (了 一 也 FJas. 收 人 敏 ， 表 由 人) 收 部 即 知 芝 , Yas. 
收 策 . 由 (1) 收 伐 及 推论 2.3 知 总 ,Xnas. 收 病 . 

必要 性 : 由 避 , Xnas， 收 合 知 一 0, 于 是 由 推论 4 知 
于 P(X,| 之 4) < xc, 即 11) 收 伍 ,再 由 推论 2.3 知 2, Yna.s. 
收 仇 ， 而 及 对 - 切 n EN | -EW| <24<2c, 在 Rx 人 0 上 定 
这 


aa := Yn), 
了 (aa := Yh (wa), 
则 Yn EN, 独立 ， 令 
Za := YA — Yl 


则 名 Zn = 0, | 所 24， Zi as 有 收 训 ， 3rm ER 独 江 ， 艳 直 
引 理 6(2) 知 


2 oYwI = ol(Z) < oo 


即 (3) 收 敏 . 再 由 引 理 6. 知 守卫 一 BYn)as, 收 区 表面 已 还 
并 as. 收 伍 ， 所 以 (3) 收 伊 . 
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由 定理 8.2.4 知 ， 在 右 限 测度 下 ， 可 测 函 数 序列 as, 收 敏 萄 
合 依 测度 收敛 ， 反 之 不 然 ， 但 对 独立 rv. 的 级 数 来 说 ， as. 收复 
与 依 概 率 收 和 敛 是 一 致 的 ， 这 就 是 下 列 的 定理 ， 


8. 定理 若 {X, : ne 村 } 是 独立 rr 序列 ， 则 ,Xn as. 
收 钱 与 依 概率 收敛 等 价 . 

* 证 明 : 只 需 证 站 ,XX 依 扳 率 收 伍 斑 仿 江 关 a.s. 收 伊 . 

由 ,Xn 依 概率 收敛 知 对 - 切 :> 0, 存在 ne, 使 


{1) PlilSik Cm Sn| > EE V1,n 2 Ne, 


闪 王 。X， as 收 化 的 充分 必要 条 件 是 :存在 sm 4 0(m 一 co)， 


使 
(2) lim lim lim P{ max :Sn4, — Sn| 2 28m) = 0. 
N00 MOC 天 一 co 工 衬 吨 六 此 
易 见 有 
大 四 
Inan Snri— Sn| E25, [Sn ~ Sn > 25, 
v1 1&7 E01 


[Sg — Srv! EE = 
C {lSnk— Sn| > e} 


而 且 上 式 左 端 各 项 两 两 不 变 ， 冉 由 { max |Sn4i— Sn| 所 2、 


1<1 人 v1 


[Snr 一 Sn | > 25 } 与 {Snr 一 Sntul = 的 独立 性 知 


一 中 S 1 一 nv 
P( max, [Snrr |>2 ) min, P(lSn k— Snv| SE) 


E 
< 了， P{ max Shri — Sn| E28, [Santv — Sn| > 2 ) 
一 1 1 及 了 裤 & 一 | 


Pl|Su rs 一 Sr 太 s} 


=P(U 人 nax ， [Snry — Sn| & 25，|Sn+v — Sn| > 2e, 
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340 
[Surg — Sntul < 6}) 
PllSinx — Sn| > 8) 
于 是 由 (1) 知 
) < 二 Tn ne kl1. 


P( max |Sntv ~ Sn > 2 
] 所 过 上 


用 (6.2) 相同 算法 即 得 : 对 -- 切 n> ne 
P(U{lsa+ 一 Sa > 2e] 
( ee |Sn+rr 一 Sn | > 2e) 1 


一 所 


= jim P 
一 DC 
故 对 一 切 m€ N,， 
1 P(Uils， Sn| > 2em}) < 一 
im sup kp— Sin|> 2emt| < Te 


n+ 
Ex 口 


再 令 mx 一 =0 项 得 (2), 即 Sn E 时 , a.s, 收 合 


习题 
1. 设 甩 ,, nn € N, 为 iit 序列 ， 且 PIX;, = -1) = P(X = 
1) = 172 则 级 数 /m5 当 8 € (112,1] 时 as 路 伊 ， 当 


gE 1 1/2] 时 a.s. 发 散 . 
2. 证 明 推广 的 Konmoropos 不 等 式 : 若 ,mn E N, 独立 ， 


> 1,EX,=0, 对 cw0,ii 


一 [Sk| 六 
{Ba | k| 之 £}, 


) < ElSl Te) & ESn)), 


演 


crPIC 
应 用 此 不 等 式 证 明 : 车 5 一 SC 有 限 ), 则 5, 一 ,3 
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5， 强大 数 律 


首先 证 明 将 级 数 的 收敛 性 与 强大 数 律 联系 起 来 的 下 述 引 理 . 
1， 引 | 理 {Kronecher) 设 {zi : 大 GE 有 C 了 ,0 < ok Tec， 
(k € N), 则 


全 和 1 荆 
[1) 于 一 收 就 一 一 六 rz. 一 0. 
mn Un tn 点 一 ] 
证 明 令 go:=0,.bo:=0 且 
ne 
bn :一 和 ， neEN,. 
k=1 Gk 


则 Tn 一 cn (br, 一 [my 1), 风 万 NN, 于 是 
1 nn 1 nn TE 
一 - > rk= | 2 ，GRB 一 2 op 1 ) 
{En k=1 tn k=1 


二 1 
1 nn 
2) = — danbn 一 > (or — Ap-1)be 1 
立国 二 1 
Te 一 
= b, 人 怪 友 Sk 
赤 一 1 Gr 
由 an 二 0, ak ~ Qk_1 安 0 知 
,Ak Ok-1 
(3) > 1. 
k=1 Hn 


又 由 假设 p :一 Hmn_ ,x bn 有 限 ， 由 此 可 证 : 
Uk — Gk-1 


(4) 2, 


二] Gn 


于 是 由 (2), (和 即 得 (iawn) 了 iT 一 0 tn 一 00). . 

至 于 (4) 的 证 明 如 下 : 由 假设 知 B := sups lin| E {0,00) {车 
吾 = 0, 刚 一 切 平 HD). 对 一 切 。e > 0, 取 六 EN, 使 当 玉 之 育 时， 
Bi 一 Boo| 之 E12, 取 N EN, 使 当 n 宛 NN 时， ag /an < E1{4BY. 于 


bk—1 +? bo) 
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是 当 n > max{N.K} 上 时， 由 (3) 及 上 述 取 法 即 得 
Qk Ok Dy 


点 一 1 人 


K 人 QR CO— QR , 
< (E+ > 】 5 一 bei 
kl k=K+!1 Hr 


| 


如 如 天 一 三 a 应 下 一 冰 上 一 
BY Tl 只 同一 名 -1 
| tr | Hn 
二 2 万 2 二 二 < EE. 
故 (4) 获 证 . 口 


由 引 理 1 及 引 理 3.6 即 得 下 述 定理 . 
2， 定 理 设 {Z, : n < N} 是 独立 Tv 列 ， EZ = 0， 
二 十 2. 若 0 <<an1To, 卓 于 (E22/02) < oo 则 


Th fan 一 0, a.s. 


证 明 由 引 理 3.6.1) 知 沁 ,(2Znfan) as 收 敏 ， 所 以 由 引 理 1 
知 (Ten) 一 20. 

3, 注 1) 可 以 证 明 如 下 的 比 引 理 3.6 更 广 的 结果 : 设 寡 :及 一 
R+ \ {0}, el(z) = ¥(—z). |z|T 时， (efzjyz) (ez)/z2) 1. 
若 {Xn : neN} 为 独立 rv. 序列 ， EX, =0,0<an1co, 有 上 

Ew(X..) 
wefan) 

则 > (nan) a.s. 收 伍 ， 

在 此 结果 中 取 wefz) = z2, 即 为 引 理 3.6， 还 有 一 些 其 它 结论 
可 参看 [Chl] 路 ,4， 

2 设 芭 ,neEN, 为 iid rv. 列 , 月 EX, = 4 对 25 := Np 
an :二 n 应 用 定理 2 即 得 EX2 < co 情形 的 强大 数 律 ， 但 是 我 们 
可 以 适当 选取 an 使 结果 大 大 加 强 . 


3 


mm 
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令 on = m1?ogtnv ej]1215,s > 0 任意 给 定 ， 则 由 于 
> (i ”_ 2 1 
nw \ vnllognll/2+e 二 2 RE IT 
> dlogz 
-0 dr aloga 
(/ i ) of 人 TS 
1 
一 站 、 
(si) 090), 人 oo， 
(XX, 


有 史  < =. 因而 由 定理 2 知 


守住] 可 ( 


Dn— ng 5, 
nillog(n vej]172+< 


习 一 方面 ， 可 以 证 明 


+ OD. 


Si 站 


lim 一 < .SB. 
no [nloglog(n wee]]l73 ' 3 


所 以 上 述 结 果 距 最 好 结果 不 证 ， 

下 而 是 独 并 同 分 布 rv. 的 强大 数 律 ， 它 是 Xmgqme 马 大 数 
律 在 强大 数 律 中 的 对 照 物 . 

4. 定理 【Kourmocropoa; 设 {K :maE 及 } 是 5 rv. 列 ， 刚 

1) 也 | 天 1 二 ce 一 全 Sin = ERX, &.s. 

2) ElXi| = 二 cc -全 Hm, Dn, = TO0, a.8， 

由 4). 2) 可 推出 下 列 结论 : (5,,/n) 一 ( 某 一 有 限 常数 )c 的 
充 要 条 件 是 ElX!]! < oo: 在 茶 件 成 立 昨 ， 二 EYi. 

证 明 先 证 1) 令 i 一 nx en}: 加 |] 

PIX 关 be 一 > P(X,| > n} 一 3 P(X | > ni) 


<f PiX > rx)dr = EX| < co. 
0 


则 由 推论 2.3 知 车 能 证 明 (1/n) ,Yi 一 EXi, 则 1) 获 证 ， 
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现在 应 用 定理 2 来 证 明 ; (1/) 守 k_,(Y 一 BY) 一 > 0, 为 
此 内需 证 完 %, 名 站 < o0. 而 


Be 2 ) _ 和 2 
二 GE 
冯 2 n2 Da n2 IT 


op 六 1 
= 5 | zdF(z) = 三 / ZTEF(z] 2 瑟 
3—1<|z|e} j=1 yj-l<|z|si 


d= 


Ce 她 be 
三 7/ el =c/ [zldaF(2) = eElXi| < oo 
j—l<|z|es J 一 oo 


其 次 由 控制 收敛 定理 知 
. 下 一 oa 
下 和 一 EXcHIxi sk} = EXHIx gk} —— EX, 


所 以 
(也 EY, 区 
故 得 
二 人 EX 
Nn k=1 
因而 1 获 证 . 


今 往 证 2): 对 一 切 4>0, 


| ~ /IX| 
十 oo = 下 一 一 (> 


P( > zjdzs PO > Atn ~ 1)) 
> P(Xnl > An) = 


由 于 {|X| > An}, me N, 为 独立 事件 ， 所 以 由 Borel 0-1 律 知 
PIH 2 An} i.0.) = 1. 


uu la 
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但 [Sn 一 Sn—1| = [Xi 之 An 芍 合 15 之 An/2 或 {5»-1] 空 472， 
所 以 有 
|s. | 、 4 
P{ 之 2 i.0.) = 1, 
即 
Jim on| > :| 


由 于 4 > 0 任意， 所 BL 2) 区 下 
当 大 ,ne NN, itd 且 EI 和 | 一 oo 时 ，Feller 有 一 关于 强大 数 
律 的 推广 ， 见 [Ch1] 5.4.3(p.138). 限于 篇 幅 不 再 介绍 . 


习题 
1. 蔡 {XX} 为 id 序列 了 EX = 00,EX7 <o0,WS /no 
已, 后,， 进一步 ， 只 要 EX 存在 ， 就 有 Sn/n 一 EXI. a.s.. 


2. 应 用 定理 3 证 明 : 若 {Xj 为 独立 随机 变量 序列 ， 
1) 设 存在 pe .2 使 并 ,去 E(XwP) < oc, 则 ?YX 一 0 


.5, 

2) 车 对 某 个 5€ {0.1 和 和 < cc, 使 对 一 切 有 EX 所 
M, WI £3 KX; -0 a.s. 

3. 若 {Xs} 为 id 语 列 ， 且 Xi = 0, {can} 是 一 个 有 界 实数 
序列 ， 列 


了 LT 


二 Yc 0 as, 
nl 
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现在 我 们 介绍 几 个 应 下 ， 
1. 关于 概率 和 数学 期 沁 (及 抢 ) 的 计算 . 
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设 有 一 TY- 三 , 卫 | 三 | < ce, 对 母体 独立 地 抽取 容量 为 n 的 样 
本 ， 设 为 飞天 则 芝 1.… XX 可 以 认为 是 独立 昌 与 交合 
分 布 的 ry, 当 n 一 时， 由 强大 数 律 . 


(1) 2 Xk 2 EX. 
多 


这 就 告诉 我 们 : 如 果 第 次 抽 到 的 值 是 ex, 则 按 强大 数 律 就 有 : 
当 nn 充分 大 时 ， (并 ?zx)ym, 几乎 可 以 看 作 是 EX 的 近似 值 

注意 这 并 不 能 算 作 ( 守 ?_) z4)/n 近似 EX 的 证 明 ， 而 只 是 一 
种 解释 . 让 我 们 看 最 简单 的 情形 ，X := [4, 于 是 对 4 作 次 独立 
试验 ， 就 得 到 独立 同 分 布 rv Tass 有 一 2,.… 而 开 Ta = 
(4) 为 4 在 次 独立 试验 中 出 现 的 频数 ， 于 是 由 强大 数 律 ( 设 
P(A) = 了 


vnlA) EE 


这 似乎 是 证 明了 “频率 一 概率 ”. 其 实 不 然 ， 为 说 明 这 一 点 ， 我 们 
取 肌 = {0,1}, P({1D =p=1~PH0), 4= {1), 而 (2) 的 售 义 是 


指 


nL 


其 中 证 = 六) Pn. Pn{{0}) = 1 一 p, Pn({1)) = p. 因而 P(.) 的 
统计 解释 有 藉 于 PC. ) 的 统计 和 解释 ， 即 有 束 于 p 的 统计 解释 ， 所 
以 并 未 证 明 命题 “频率 .， 概率 "”. 

但 是 不 管 怎样 ， (1) 式 还 是 可 以 作为 估计 期 望 的 理论 解释 . 
通常 统计 书 就 是 这 样 做 的 ， 而 且 当 EIX| < ce 时 ， 


1 是 
四 二 所、 
2 此 也 Nt , 


就 是 逢 法 的 理论 根据 . 
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2. 和 1.(2) 有 密切 关系 的 问题 是 “经 验 分 布 * 的 问题 . 

役 六 是 rv. ,上 且 ~ FF, 下 未 知 用 统计 术语 说 下 是 
一 未 知 母 体 ， 对 母体 文 独立 地 抽取 样品 ， 得 Xi, 头 ,,…, 则 可 设 
A EIN 为 iig rv 序列， 日 关心 下, 而 对 一 切 w& 0 XE )， 
上 E N, 称 为 母体 二 的 观察 值 . 

给 定 mEA 和 ws 将 和 (onulo) 按 递增 顺序 排列 
为 
(1) Yhnilw) 委 Ynoliw) 区 Yan fio), 

0, x < Yhtw); 
(2) F(z,w) := 2 Yh ET YtilW); TER 
To 和 
即 对 一 切 x € 及 , (zw) 为 使 Xj(w) Sm 了 = 12… ,mn, 发 生 的 
频率 ， 即 ?次 独立 试验 中 事件 {XX < 7} 的 频率 ， 而 函数 FF,( ,ww) 
为 取 自 母体 半 ( 或 F) 的 n 个 样本 值 的 经 验 分 布 洲 数 ，( 实 际 上 它 
是 一 个 随机 过 程 一 通常 称 随机 过 程 vR(Ras(zen 一 F(z) zw E 眉 ， 
ww EN, 为 经 验 过 程 ). 
令 
E{ 人 :一 Tx sl k= 1,2,... 
由 对 一 切 x E 玉 ,如 (zj REN, 为 ia 序列 ， 
Etz) ~ (a PLX >2) pen ) 
有 再 
Fe) = belo), 


Eék(z) = F(z), 于 是 由 强大 数 律 知 : 对 一 切 ze 下 
(3) Fe(z) 一 下 (ae)， 
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如 果 我 们 只 关心 对 特定 的 z 的 六 (x). 那么 讨论 就 完成 了 ， 但 是 由 
和 
一 切 zE 玉 的 结果 

首先 我 们 注意 (3 ) 的 精确 意义 是 : 对 - - 切 z & 加 ,存在 NN(z) E 
了 ,人 司 PliN(xz)} =0, 有 日 
{4} YoENr), F(z F(x) (nC o0), 
于 是 对 及 的 任何 可 数 子 集 @( 例 如 有 理 数 集 ), 令 NN := UseQ (x), 
则 P(N) =0, 且 
(5) 时 性 和] 一 一) EQ. 

实际 上 可 以 证 明 上 述 收 领 可 以 对 - : 切 > 而 且 是 -- 致 的 , 即 下 


3, 定理 {T nwnenro) 
(1) P{ sup Ps(z) - F(z)| 一 0) = 
I 


证 明 设 了 := {ze 形 : F(x) 一 F(z 一 ) > 0D}, 则 为 可 数 集 ， 

对 一 切 zE.J 令 
- 1, kt) 王 
HE) := 人 号 fa) 天 本 一 Te=zltw)， 
于 是 对 一 切 x ey. 
P(g 0) — Falx—,w) = - 二 me 

因此 和 2 的 讨论 一 样 ， 由 强大 数 律 知 : 存在 N(x) 使 P(N(z))==0 
且 
2) Fr ww) Fi) PAT) 一 天 (人 一) vw EN{r). 
令 @ 为 有 理 数 集 ， 并 令 


则 中 Us =0 且 对 一 切 w Exwf 有 
Flr wo Fr—,w) on F(x) -- Flr—), Yeed. 
(3) { Fr) FT). YriEQ, 
于 是 自理 由 (3) 太 下 列 的 纯 分 析 引 理 妈 得 . 
引 理 设 ,与 下 为 石 连续 概率 分 布 函 数 ，@, 了 如 前 所 述 且 
Fn(¥) 一 PEL), YrERQ, 


{4) F 
一 了 (7T 一 ] Fl) — Flr—), vie 


则 


sup Enfz) — Fix)| 一 由 
-2 


证 明 设 引 理 丰 成立 , 即 imma oo sup_wescolFal75)—F(z}|= 
2 > 0, 则 存在 {ne} CN 态 {zp}C 及 使 


| {Zh) 一 本 (2 宇 E 


由 所 ,下 为 概率 分 布 孙 数 知 zx 产 土 wo, 因此 有 {zx] 的 子 序 列 (不 
妨 设 就 是 万 本身) 使 


Tk EER. 


出 于 {zs} 是 无 穷 序 列 ， 所 以 或 者 有 无 穷 多 个 zk < £, 或 者 有 无 
穷 多 个 zk > E 因此 不 妨 设 {1) zn 1 &, ze < 或 (2) zk 
zk 6 |) 一 (ze)| 也 是 无穷 多 项 ， 和 上 面 讨论 一 样 ， 
不 入 设 | (zx) 一 tz) = 到 (zp) ~ 了 Uzi), 对 一 切入 < 到, 或 
[Fn (ZR) FE = Fr 一切 & ,所 以 可 以 分 
以 下 四 种 情形 讨论 : 先 任 取 rire EQ.ri < <r. 

1) zx T é, Th EFF) — Flrgp)l = Fa (Fr) — F(Zr), 此 时 


£ & Fn (xR) — FER) € Fn (é—) — Fn), (BR 充分 大 ) 
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和 所 ra) -FU > Flr2) — Fln) 
F(é) — F(E) =0. é¢ 7 
委 Fs (€—} 一 了 mk 人) 十 Fr (r2) 和 Ft{ri) 


Foc _ ralt 
Pel) FO PO) FD) 


lil 


tey, 


2 1é, 法 局 之 上 | 二 (zx) F{zxr)| 一 F{wg} 一 人 此 时 
ER F(zr) 一 Fh (Tk) 的 所 (一 ] 一 Fnx (mi) 
一 FE~) 一 Ft{r1) Te 0. 


(第 二 个 不 等 式 要 求 上 充分 大 使 得 zk > ri 成立) 
3) Zk | E, Tk 六 上 


eS P(re) ~ Fa lr) & Flr2) — Fr (é) 
& Fra) 一 tn) < Flrg) 一 下 (站 
PC 一 Ph) We #7 
& Flra) — Frclri} + Fons (€—} — Fs (é) 
ks 


TS, Flea) — Fr) + FOé-) — PE) -0 Be ey 
和 2 | €, Th 2 €, 


‘ Fasep) — Plog) < Fos (ra) — FE) ,Flra) ~ P(E) 2 0. 
:5 哪 种 情形 都 得 出 蔬 盾 结果 : 。< 0. 故 引 理 成 立 . 


应 用 于 更 新 理论 . 设 {XX : neN}j 是 iia rv. 列 . 且 

2 0, 而 不 几乎 处 处 等 于 等 ， 即 P(X = 0) < 1, 我 们 可 以 将 
》， 成 是 在 一 个 设备 中 所 使 用 (不 断 更 新 ) 的 一 个 个 元 件 的 “ 寿 
证 可 以 看 成 一 代 -- 代 生物 的 年 令 ， 或 依次 服务 序列 的 每 一 服 

和 的 ! 呈 间 等 等 ， 总 之 可 以 解释 成 经 受 一 个 更 新 过 程 的 某 种 对 象 的 
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“寿命 ”或 某 些 循环 现象 重新 出 现 的 周期 这 里 有 许多 需要 探讨 的 
实际 问题 和 理论 问题 ， 例 如 : 1) 直 尖 时刻 t, 有 多 少 次 更 新 ? 2) 
最 后 一 次 更 新 在 多 久 以 前 ? 3 下 -- 钦 更 新 在 多 久 以 后 ， 等 等 . 

我 们 来 考虑 第 一 问题 : 令 

{1) N(t,w) := sup{n : Snlw) gt}, vt>0, wen, 
即 Nt) 表示 在 [0,4 内 更新 次 数 ， 显 然 (约定 9 = 0). 
国人 :人 四 三 二 可: 和 30 
对 nm 一 1 求 和 即 得 


(3) {wo NEW) < mm} = Vt : N{t,w) = 


= Ut: Sa Ct < Sani(w))} 
一 oo: Snmnfuny > 如 

故 对 一 切 t > 0, Nt) 是 一 : rw., 其 信和 取 自 然 数 ,， 而 r.v. 该 TH 
t < 旧 , oo 称 为 一 个 更 新 过 程 (renewal process). 若 Rw ~ 百 ( 
即 对 一 切 + 宕 0, P(X 所 科 =1-e*Y(X > 介 , 则 上 述 过 程 即 称 为 
简单 Peisson 过 程 ， {或 称 Poisson 过 程 }. 首先 有 

5. 命题 更 新 的 总 次 数 随时 间 无 限 增长 而 趋 于 无 穷 大 ， 即 
(1) lim 六 站 = +oc, &.s.{P). 

证 明 由 于 对 一 切 we mn.Ntba 1,( 当 1 因而 lentos NG 
= supostcm 六 全 ,对 一 切 w& 存在 (显然 它 可 测 } 若 (1) 不 成 
六 ， 则 


Pp ( sup N(t} < ~“) > 0, 


Ut x 


而 存在 We N, 使 
P ( sup NI(t) < M) > 0, 


0 
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于 是 由 (4.3) 知 对 一切 +> 0 


PlSuy > =PINGU) < M2P 区 Nt) < i ) > 人 0. 
站 人 及 二 


故 
PirSay 二 十 oo] > 0. 
由 于 每 一 YY, 于 有 限 ， 所 以 上 式 是 不 可 能 的 . DD 
其 次 有 
6. 命题 设 0< 避 := 情 训 < 20, 网 
Sl 
{1) dn NO) 一 7, B.S 
证 明 由 强大 数 律 知 存 在 和 Ni, 使 P(Ni) = 0， 
vwE RN MN, PL) ,im (mn 一 00) 


由 命题 5 存在 Na 使 PLN2) = 0, 对 一 切 we 全 \ Na, 有 


Jim Nt,w) = o0, 
to% 


于 是 对 一 切 we (Yu Najo 有 


而 也 CU ma) = 和 所 以 (1) 成 立 ， 口 
出 N(t) 的 定义 知 Sst) 入 上 < St 因此 Sn 与 上 是 接 
近 的 ， 于 是 自然 想到 有 下 列 更 强 的 结果 . 
7. 定理 设 mr := EXi, 月 约定 1/co = 0, 则 有 
NW! 


{1} Lm TF 页 :aa 
及 
(2) Jjim EN(t) 1 


证 明 由 
Nu St IN)+t YH EN, 
知 当 t 充分 大 (t > 1(w)) 时 ， NI(t,w) > 0, 因而 有 
Sve) 二- t Smtrit) | NI(t,w) + 1 
Nt) 作品) N(t,w)+l1 Ntw} 
对 一 切 wE (UN {N,N 如 第 5 目 定义 中 则 当 m<o0 时 
(1) 式 成 立 ， 当 m = x 时 ， 只 需 注 意 此 时 EX = co, Xi > 0, 即 
可 证 Syjn 一 十 cc as 因而 (1) 对 m= +oec 也 成 立 . 
为 证 (2). 我 们 注意 P(X > 0) > 0, 故 存 在 5> 0 使 
YEN, P(X 26) =:p>0 


令 
XE :一 6T{ x, 8} 


对 应 于 { :me N), 作 SS, N'(). 显然 有 5% < Su Nt) > Nb)， 
对 一 切 +>0. 又 因 {X /65} 独立 是 


vu 1 
Xnfe ~ (px en pox.25) ) ’ 


于 是 经 计算 得 
2 

E{N'(t)?} = o( 吉 ) t — oc. 

因此 对 固定 的 5, 我 们 有 


Gate -om 


因为 (1) 蕴含 ND)/t 依 和 概率 收 敏 于 1/m， 故 取 XX = N(n)/n, 
一 2 应 用 推论 3.3.19.2) 就 得 出 (2) 中 tt 被 1 代替 的 情形 ， 由 此 
即 可 得 出 (2) 本 身 . 口 
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特征 函数 是 在 概率 论 中 有 着 重要 应 用 的 分 析 工 具 ， 其 原因 在 
于 : 

1° 它 与 分 布 吨 数 一 一 对 应 , 由 特征 函数 的 某 些 性 质 可 以 求 得 
分 布 律 的 相应 人 性质， 而且 在 分 布 律 的 弱 收 敏 与 特征 画 数 的 收敛 之 
间 也 保持 着 对 应 关系 ， 因 而 可 通过 求 特征 函数 的 极限 求 得 随机 变 
基 证 列 的 极限 分 布 ; 

2° 特征 孙 数 是 有 界 一 臻 连续 旺 数 ， 比 分 布 函 数 更 易于 应 用 分 
析 的 工具 ; 

3° 独立 随机 变量 和 的 特征 阔 数 是 各 被 加 项 特征 函数 的 乘积 ， 
计算 和 研究 都 很 方便 , 从 而 在 认 史 上 推动 了 古典 极限 问题 的 解决 . 


特征 函数 的 定义 及 简单 性 质 

1. 定义 设 艺 是 4 了.P) 上 的 实 随机 变量 ， 其 分 布 函 数 为 
,概率 分 布 为 py, 则 称 及 上 的 复 值 浮 数 

fx{u) := Eei™* =/ eivr dF (zr) 


= fe du = f sostus) 如 十 i sin(us) dr 
为 I.v. 外 (相应 地 分 布 函 数 下 或 概率 分 布 4) 的 特征 函数 . 
由 定义 1 容易 得 到 下 述 


2. 命题 特征 函数 f 具有 下 述 简单 性 质 : 
DD Ef) = 1 对-- 镀 we RR 
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2) f 在 及 上 一 致 连续 ， 即 
th FOO < fe -aaaz) 一 0 当 靖 一 0 时 
证 


3) flu) = fx(—u) = fx(u), 对 一 切 立 E RR; 
4) fxr = fx(au)jet*, 对 一 切 w ER a,beR; 
四 车 XY 独立 ， 刚 (全 二 友人 大人， 对 一 切 wE 届 . 


3. 常见 分 布 律 特征 函数 的 例 ; 
倒 1 设 半 ~ b(n, p), 即 P(X = k)= 人 JP 人 一 下 mn， 中 一 
0 于 则 对 一 切 dt R， 
六 四 = 于 人 jzra pte 


二 1 


2 (eet pe te 


例 2 设 关 ~POV), 即 P(X = 7n)=e 下 每,n € 多 |, 则 对 一 切 
中 毛 及 ， 


= 匡 ee” 
= 3 eC = eaAfe 一 1 
二 0 " 
例 8 设 X, 服从 负 二 项 分 布 ， 即 第 r 次 成 功 在 第 + +k 次 出 
现 的 概率 


二 一 ly 一 PN » 
P(X, 一 了 十 开 ) 一 ( » 1 )> 1g*p = ( jz (~q)*, k eZ, 


其 中 了 是 每 次 试验 成 功 的 概率 ，g =1-z 而 


的 -ec 人 ti 
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刚 杂 一 切 w & R， 
(a) 六 Care 


一 {pei™)” 3 (7) ev tT 
> ke) = pe) ( 


一 等 式 可 用 Taylor 级 数 验 证 ， 
例 4 设 互 在 [1 上 均匀 分 布 ， 则 


b Ein 
Po= f i 让 
a bp—a 1， 
例 5 设计 ~ 和 NN(0.1), 则 
1 < 
本 大 eteaze 一 至 dz 
ss/ - 【一 a i 
一 


dr 


_u2 人 一 
一 e 2 元 三 e 2 dz. 
VT — x 


上 上 式 最 后 的 积分 为 


由 力道 积分 得 
工 一 了 a 3 国 
/ Ee 2 eTF dz 
一 下 一 4 钙 一 了 
| Il 2 一 x 2 
十 £ dz 二 e Tdz. 
本 证 一 I 一 1 


当 x 一 o0 时 ， 上 式 右 端 第 一 项 的 极限 为 V2 对 给 


平面 集合 {Zz 十 下: 所 | 如 系 六 [ul} 上 ， | ec [< e 一 至 


lim 
Fo0m 


Ti. 
2 
ev = dz 
亚 


2 
< Lm |ule TT —0. 
+ 


了 


加 


— ge 1u 


类 0; 


定 的 x, 在 复 
因而 有 
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i 2 加 
/ F dz < lim lule 7 —0. 
i oo 


改 得 
fi(W) =e ,yueR 
若 X~ No ) 由 命题 2.4) 易 知 
= veR. 
例 6 若 无 是 自由 度 为 n 的 %? 变 册 ， 即 XX 的 分 布 客 度 为 
p(x) = | Te 当 z > 0 


当 


€ 


由 围 道 积 分 可 得 
futu)= (1 2) 3, vueR. 


4. 命题 设 flu) 是 实 r.v. 针 的 特征 水 数 ，ft(w) 表示 fw) 
的 大 阶 导数 ， 

1) 若 Ff"(0) 存在 旦 有 限 ， 则 对 任 一 满足 0 < rs 2n 的 实数 
r, 都 有 8, = E|X|* < oc. 

分 苦 关 的 m 阶 绝对 和 矩 2, = EEJXI* < cc 则 对 一 切 下 入 m 便 


有 

(1) FO) = a ze dF (rz), ueR. 
因而 

(2) ok = EX = tf 0). 


证 明 先 证 明 一 个 分析 求 时 公式: 着) 存在 风 
0= 训 加 二) CD (2). 
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事实 上 利用 Taylor 公式 我 们 有 


f(0) = FOO + ole["} 


j=0 


于 是 
2 fn 
FD 2 


= (CD | O02 ol(n _ 2p)hl" 
Bar (OD OO RE + olln 2a") 
i nr _ 

BF (D2 + 0) 
利用 恒等式 


> 网 人 一 (et 一 em 
两 边 求 ; 阶 导数 ( < nn), 再 令 t=0 可 证 
(2) 1 2 Ojen. 


k=0 j=n. 
见得 (3)- 
再 应 用 (3) 式 求 XX 的 特征 函数 在 零点 的 导数 若 Fo) 存 
在 ， 则 
FrDf0) = 一 lim pm i 的 (—1)* fF{(m 一 2k)n) 


此 二 


1 I nL RR 
=1]i itm— 2k)he 
lm 本 / 2 1 (人 le dF (ze) 
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车 fn)f0) 存在 ， 有 限 。 则 
Do 人 [7G2mr0)| 三 Lim (2) 2 dF{zx) 


oc Dr 
~/ 加) 


-fr 


式 中 不 等 号 成 立 是 由 于 Fatou 引 理 .于 是 1) 获 证 . 
反之 ， 车 BXI" < oo0,r 二, 则 由 引 理 3.3.8 知 
[EX < (EIXIY)! < o0. 
所 以 ， 对 一 切 天 所 ,有 
/ [zl dF(r) = EX < ee. 
而 
并 = 了 er dFlz). 
今 往 证 :” 当 BIXl < zo 时， 了)(u) 存在 且 
Fy = zx/ Preivs dar{x). 


事实 上 上 ， 当 天 = 1 时 ， 由 推论 5.4.10 及 
| 


|= 加 


:= ize 


du | 
关于 Py 可 积 ， [> ee gp(x) 有 健 ， 知 
/四 = f ize aFle) 


车 (1) 式 对 上 一 1 成立， 即 x-D(w) = i! releive dF(y) 
存在 ， 有 限 ， 则 由 
三 该 -1 “leiur) 
] du 


= aren| = la4| 
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关于 Px 可 积 知 
fu] = 让 三 keius 上 下 (人 
从 而 有 
EX*=i*fH (0). OO 品 

习题 

1 试 求 均值 为 x 的 指数 分 布 的 特征 函数 

2. 试 求 在 [-a,al 上 分 布 的 三 角 分 布 ， 即 分 布 密度 pfz) = 
0 于， 的 特征 函数 


3. 如 果 户 , 有 = 1,… .za 是 特征 函数 ， A > 0 = 1,.…,n, 
DR Xk 二 1, 证 明 DR AR 大 也 是 特征 函数 . 
4. 试 由 特征 函数 的 定义 ， 用 视察 法 找 出 随机 变量 的 分 布 律 ， 


使 它 的 特征 函数 是 下 述 相应 的 函数 : 
i) En 
这 ] cos a 
iii) cos2 we; 


iy) Dio ME, Ag 0, PoM = 1. 

¥) Dro XECos ku, A 20, Doroo Nr = 1. 

i) 区 (提示 : 利用 习题 1 及 命题 2 

5. 试 证 : 若 是 特征 函数 ， 则 | 并 也 是 特征 函数 ， (提示 : 
构造 独立 随机 变量 XX1, Xz, 使 得 | 与 匡 同 分 布 ， za 与 -区 癌 
分 布 . ) 

6. 没 三 的 ” 阶 绝对 矩 有 限 ， 试 证 


El(X— EX)"= i [eX (a) _,. 


dwn 


业 
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7. 斌 证: 如 果 {f,} 是 及 上 特征 函数 序列 ， 对 一 切 uw & 及， 
frtu) 下 glu), 且 9 在 零点 处 连续 ， 虽 | a 在 区 上 一致 连 续 - 
82. 道 转 公 式 及 连续 性 定理 
为 了 证 明 特 征 函 数 唯 -- 诀 定 分 布 医 数 ， 需 要 计算 下 述 Dirich- 


let 租 分 ， 
1, 3l 理 沁 符 号 函数 为 
1, 若 w > 
SEnC = 4 0, 车 &==0 
—1， 车 & < 
则 有 
?Sin ar ™ sim 了 
(1) Oa seno 人 dr 扫 / dr, YY 0; 
0 ZT og 9 
T sin ar T 
(2) lim dr 二 二 sgna;”( 指 R 积分 ) 
To [i 2 


了 1 cos 
(积分) 
0 


了 一 De Zr2 


证 明 由 sgna 的 定 久 及 变量 蔡 找 公式 知 只 需 对 a = 1 证 明 


1) 对 一 切 y> 0, 存 在 n, 合 nr yy < (n+1)r. 于 是 


四 得 一 上 站 四 四 
¥# SiTl 演 (Fl gin ¥ sinz 
好 一 > 好 全 十 Qt 
口 kT 下 mm 衬 


下 一 门 


(Kl) | sin 了 Sn 他 
[sinz| dr 一 f sin2| dr 
km 下 0 十 大 


kT ， ， 本 ， 
</ | sin zt 人 =/ | sin z| dz, 
(kx o T+ (ko Dr 


由 于 
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I) i 
"Tt 一 一 dz 为 各 项 绝对 信道 碱 的 交错 级 数 , 从 而 (1) 


式 成 立 是 (2) 中 极限 征 在 . 
2) 由 于 


Tp 了 |， 
Si 学 
/ / |sinzle ™ dudz = / lsinal dz ET < oo, 
0 Jo 0 下 


因而 可 用 Fubini 定理 交换 (4) 中 的 积分 次 序 ， 由 分 部 积分 法 易 得 
二 UT jT) ， Oo 1 
/ e Sin zw dx = LT 
于 是 ， 
euT 


卫 ee om 
1 
/ a | uf (usinT + cosT) du 
0 I 站 1 + [中 工 十 于 2 


/ 3 (ssinT + T eos TT) ds. 


0 


[1—e “i(usinT + cosT)|. 


Hs sinT + To0sT)| < 所 2e “. 


上 述 不 等 式 右 端 在 [0, 20) .上 Lebesgue 可 积 ， 而 诺 端 当 工 一 ze 时 
极限 为 只 .于 是 (5) 式 右 端 积分 当 工 一 oc 时 极限 为 地 ， 即 (2) 式 
获 证 . 

3) 由 分 部 积分 法 


1 lcosx [ 1 ~ Cos 了 “ “sinz ， 
一 名 
z2 * 时 0 2 : 
0 站 
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青 由 


知 (3} 可 归结 为 {2)， 口 


2. 定理 设 fo 是 { 玉 ,B) 上 概率 测度 4 的 特征 函数 ， 则 对 
一 切 zi < ra, 有 


AT1， zx2) + 5A({21)) 十 jp({22)) 


一 _ piuvry 
人 = lim =/ < Fa 
I 


开 一 2 27 2 


从 而 (及 ,3) 上 概率 测度 由 其 特征 函数 唯一 决定 ( 称 (1) 为 逆转 公 
式 ). 


证 明 出 于 
EE 一 auTI _ itr oe 
1 地/ 已 / ia uldr) du 
i 本 
Et IT] ci 4 [ 工 一 了 2 
太 三 : 272u du pd) 


Ee ee ve 


上 式 方 括号 中 的 函数 有 和 恤 , 因而 可 以 在 积分 号 干 取 极 上限. 由 引 理 1 
可 知 ， 上 式 当 了 一 ee 时 极限 为 


a [Ge 一 31) sgnafz 一 2) | nldz) 
os J 


2 2 
co 1 1 
-人 [es 二 He) 十 3 Aid) 


utzuza))+2p({z)+5an(fsz)， 


有 
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如 果 还 是 概率 分 布 ” 的 特征 函数 ， 则 当 

EE {y : A{{y})= 0,v{{y})= 0} 
时 ， 

v (182) = 1 (C21, 22)). 

令 zi 沿 态 攻 于 一 2c. 即 得 vv 和 4 的 分 布 函数 在 它们 的 共同 连续 
点 上 相同 ， 由 于 不 连续 点 至 多 可 数 ， 所 以 > 和 yp 相同 ， 即 特征 函 
数 唯一 决定 概率 分 布 . 口 


3. 定理 若 概率 分 布 函 数 严 的 特征 函数 fe L1(R), 凤 
/ fl) du < cc， 


则 F 连续 可 微 ， 且 
(1) m= 让/ ei flu) du 
是 FF 的 密度 函数 . 


证 明 在 定理 2 的 (1) 式 中 , 令 x =z21=2 一 有 (> 人 0 
由 fe 无 (BR) 及 定理 > 得 
_ F(x) + Fz~) Froh)+ Fr—h—) 
2 2 
上 式 中 的 被 积 函数 被 由 让 所 控制 ， 由 控制 收敛 定理 可 以 在 积分 号 
下 令 产 一 0 得 出 右边 的 极限 为 0 的 结论 ， 于 是 左 连续 ， 因 而 
在 及 中 连续 ， 现 在 我 们 可 以 写 出 : 
TI— Flr— x em 一 - 
FF- 1 1/ Li pew) a 


27 $4 
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和 前 面 一 样 的 论证 表明 ， 当 hk 一 0 时 极限 存在 ， 所 以 下 在 x 处 
共有 等 于 (1) 式 右 端的 左 导数 ， 后 党 显然 是 连续 的 ， 问 理 汀 证 下 
具有 用 同一 公式 给 出 的 右 导 数 . 

由 于 F(z) 连续 ， 所 以 我 们 有 


Fa- 三 Fdt. YeR. CC 


4， 定理 (连续 性 定理 ) 项 瑟 ,. 已 为 概率 分 布 国 数 ， 其 相应 
的 特征 函数 为 所 ,了 则 五 , 一 FF 的 充分 必要 茶 件 是 对 -- 切 we 
R, 六 (一 flu). 


证 明 条 件 的 必要 性 : ” 记 与 五 .三 相应 的 概率 测度 为 0, 
由 记 = 全 下 有 各 一 及 因为 对 每 一 E 及 ee 为 及 上 有 界 连 
续 抄 数 ， 冤 由 罚 收 敏 的 定义 知 


fw ed ear) = (0) Vue 
条 件 的 充分 性 : ”由 Fubini 定理 ， 当 wu > 0 时 ， 


:ff {1 — f(t)} a = 广 he 一 err) ] adtpn (dr) 


_ sin Sa pn (dz) 


a 二) 
jn (fo: lel > 2)) 
由 于 f(t) 定 t=0 处 连续 ， 因 而 任 给 = > 0. 存在 tz > o, 使 得 
sf (1 ft)at<e. 


再 由 对 一 切 te 有 Rfn(1) 一 7 的 及 控制 收 伍 定理 知 : 存在 mo, 当 


WW 


306 们 十 帝 将 存 栈 歼 和 下心 投 隧 定 埋 
于 2 Hn 时 ， 
1 u 
Pr lr! > -}) 所 -|/ (1 一 fi) dt < s. 
Hy 


由 引 理 8.5.11 和 人. 计生 概 这 浏 度 都 是 胎 紧 的 , 对 于 < 
闻 在 紧 集 KK, 生得 un 人 < az, 令 


K =U Kaly[-u, yy) 
1 


则 KK 是 紧 集 且 有 
Lnih") < Ee. YEN. 


从 而 {n,n € } 起 胎 紧 的 . 再 由 省 理 8.5.12 知 To ma & N} 相对 
紧 ， 即 fpn, n € 民 } 的 任 一 子 列 部 有 能 收 误 的 子 列 ，、 没 {jw ne 
可 } 是 {4w. mE 避 钓 任 一 纶 收 敦 的 子 列 ， ur 一 上 由 所 .一 J 
知 2 的 特征 函数 也 是 f 从 特征 函数 唯一 决定 测度 ， 可 得 w=. 
即 {jp nm < 机) 的 任 - 弱 收 训 的 子 列 有 同一 弱 收 和 敛 的 极限 ， 最 后 
由 定理 8.5.13 知 Hn > HK. [J 


5- 推论 知 慨 率 测 度 序 列 fxn} 相应 的 特征 陪 数 序列 记 (w) 一 
gf 对 一 切 veE 及 成 立 , 有 旦 5 在 w=0 处 连 线 ， 则 存在 概率 测度 
4 使 得 ur 一 3 5 且 5 的 特征 函数 为 9. 


证 明 由 定理 4 的 证 明知 ，? 在 =0 外 连续 蕴含 {4,,} 的 胎 
紧 性 ， 从 而 由 Prohoros 定理 知 它 们 相对 紧 ， 设 fu nm ER 是 
{xn. ne NN} 的 任 -- 弱 收 伍 的 子 列 ，。 上 一 > p. 再 由 定理 4 知 : 
Hn 的 特征 孙 数 fe 应 收 就 癌 H 的 特 征 郴 数 . 己 知 fnx 下 了 因 
于 & 的 特征 遂 效 就 是 5， 因此 {pn} 的 人行 -一 弱 收 全 的 子 序列 的 极 
睛 具有 同一 个 特征 茹 数 . 由 于 特征 函数 唯一 决定 测度 ， 所 以 {4.,} 
的 任 一 弱 收 化 的 子 序列 的 极限 相同. 由 定理 8.5.13 知 jw 一 £4 且 
上 的 特征 函数 为 9 


3 ES | 7 
6. 推论 若 概 率 测度 竹 列 {2} 相应 的 特征 卸 数 序列 六 人 一 
9(), 对 一 切 站 E 及 成立， 县 {jw} 胎 紧 ， 刚 存在 概 滨 测度 jy, 使 
得 ,== 帮 的 特征 活 数 为 9 
证 明 与 推论 5 的 后 一 部 分 类 似 ， 
习题 
pi 1 ff -us 
1. 试 证 lm -< 于 广 em fiu) de = ut{x0)). 
“pp: ， 1 2 人 2 
2. 试 证 jin ,> 于 / ， [ft du 一 》， ut{{zx})”. 


并 亡 马 
3. 若 环 的 特 往 曙 数 为 狂 率 分 布 为 x, 则 
f 是 实 函 数 = 也 与 一 也 同 分 布 寺 > p(B)= pn(-B).WBeB, 
其 中 -B:= 1-z:xeB). 
， 4 证 明 唯 一 性 定理 对 于 (及, B83) 上 的 有 限 符 号 测度 也 成 立 , 即 
车 u,v 是 有 限 符号 测度 ， 且 


fad) = vas) vueR. 


则 =v 
5. 设 概率 测度 jo({0)) = 了 = ptfnjj, 对 一 切 ne 入 成 立 ， 
斌 讨论 fan} 及 其 特征 基数 的 收敛 性 ， 
6， 设 天、 是 均值 为 A 的 服从 Poisson 分 布 的 随 宙 变量 ， 试 
证 : 当 和 一 co 时， 全 元、 接 分 布 率 收复 向 标准 正 洛 分 布 
83.， 中 心 极限 定理 


在 自然 科学 ， 工 程 技 术 和 经 济 科学 中 ， 经 常 遇 到 这 样 的 量 : 
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它 由 许多 彼此 不 相干 的 随机 因素 的 秋 加 而 产生 ， 而 每 一 因素 起 的 
作用 都 不 大 ， 我 们 要 研究 这 类 现象 的 规律 性 ， 用 概率 论 的 语言 来 
说 ， 就 症 要 研究 一 类 随机 变量 的 规律 ， 它 由 许多 独立 随机 变量 的 
和 组 成 ， 组 成 这 个 和 的 每 一 随 相 变量 都 非常 地 “小 ”. 确切 地 说 ， 

要 研究 的 是 项 数 越 来 越 多 值 越 来 越 “ 小 ”的 独立 随机 变量 的 和 组 
成 的 序列 的 极限 分 布 律 ， 即 所 谓 的 中 心 极限 问题 . 


1， 中心 极限 问题 的 -- 般 提 法 : 设 对 每 一 n < N, Xu AR 一 
1.2,… ,是 独立 随机 变量 ， 今 5 = 于 全 Xn nn EN, 间 

1) S$, 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 是 哪些 ? 

2) Sn 收 敏 向 指定 的 分 布 的 条 件 是 什么 ? 

如 果 对 Xs; 不 加 任何 限制 , 则 问题 1) 就 没有 任何 实际 意义 . 
因为 对 任何 随机 变 基 XX, 可 以 令 wi 一 天 gs = 0 二 22. ,让 
于 是 我 们 有 


Dn 
Sn 


根据 问题 的 实际 背景 ， 人 人 们 永远 假定 {Xx} 满足 “一 致 可 渐 
近 怨 略 条 人 忻 ”: 


(U) max 
1 RER, 


已 经 证 明 在 条 件 (U0) 之 下 ，“ 切 可 能 的 家 跟 分 布 律 是 所 谓 的 无 穷 
可 分 律 . 对 问题 2) 也 找 出 一 般 的 充分 必要 条 件 及 向 常见 的 分 布 律 
- 退化 律 ， 正 态 律 ， Poisson 律 ， 稳 定律 等 分 布 律 收 化 的 条 件 . 

为 了 简单 起 见 ， 同 时 也 照顾 到 方法 和 间 题 的 一 般 考 ， 我 们 将 
在 党 强 的 条 件 下 讨论 中 心 极限 问题 : 即 若 用 ok 表示 Xnx 的 方 
差 ， 存 在 常数 c > 0 使 得 


(©) 


P(Xr 2 5) oo 0n oo 00), Ye > 0. 


kn 
max 2 一 0 一 ocj: sup ac ce<oo. 
lSkekn 工区 于 所 De k=1 


条 件 (C) 称 为 有 界 方 整 亲 件 . 
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如 果 每 - - ED 大 an 二 0、 利用 过 ie6bIHreB 不 等 式 ， 对 任意 E > 0， 


1 
max P(X 2) 三 max gnx 一 0. 


即 条 件 {C) 巷 舍 条 件 (U). 


Pup, fnk 分 别 才 夫 其 分 布 健生 画 娄 用 区 > max 分 别 表示 


上 


i 和 max ， 极限 过 程 如 无 特别 声明 ， 均 措 对 ”一 oo 来 取 


ET 


由 nk 不 一 1， 2 ‘ha 的 独立 Mf 性 易 知 ， fs, (¥) = At 
而 3 依 分 布 收 伍 的 充分 必要 条 件 是 其 特征 扼 数 收敛 . 而 I 


收 全 等 价 于 exp b> log fat] ( 当 表达 式 有 意义 时 } 收 伍 . 这 里 ， 
对 复数 z. log z 表示 z 的 对 数 的 主 值 (注意 :- - 般 地 说 ,，log a+log。 
未 必 等 于 loglab). 而 是 即便 了 (1) 连续 是 log fli) 有 意义 ， log f(t) 
也 环 必 连续 )}. 但 是 ， 对 数 和 的 路 人 笋 性 不 易 计 论 。 需要 借助 于 以 下 
引 理 进 : - 步 转化 . 

2. 引 理 (比较 引 理 ) 各 {Xn} 满足 条 件 (C) 且 对 一 切 ma 天、 
EX,n = 0, 则 对 每 - 催 定 的 Ui. 存在 Pa， 当 Re 时 ， ]og frr lu) 
存在 有 限 ， 月 

> {log 六 (2 一 (fnx{a) 一 1}} 一 0， 当 nn 一 o0 时 . 


证 明 由 BX =0 及 初等 不 等 式 |e* -ww 一 1| < 委 . 对 - 切 
实数 z 成 立 可 知 
|Jaastfai)y — 1| =| 广 [ez -ram 一 车 Pakfaz) | 
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从 条 件 (C) 可 得 
max 一 工 :去 和 maxoa 0 

及 

(1) > | fart) — 1 sg Do < 和 2 


于 是 对 固定 的 二 存在 5 当 .> nw 时 ， 
1 
max|fnr(v) 一 1|s 5: 
容易 证 明 当 复数 z 的 模 不 大 十 172 时 ， log(1 + z) 有 意义 且 
llog(1 + 2) ~ zi & 217. 


于 是 有 
Tog rr 一人 pe 一 
二 flogl 十 【六 Ra 一 1))— (fartu) 一 D)} 


名 
<5 Past 一 | 


Smax | fux(u) 一 1 | int -Ho 0. 加 | 


注 利用 初等 不 等 式 
[1g zx — Lei wx) & DOR LZk ~ Wn 
及 (1) 式 可 得 
1) Te far) 1 < Di lfialt) = | < ge 
于 是 只 要 了; far (2 对 一 切 we 民 收 仇 ， 其 极限 函数 一 定 在 4=0 
连续 ， 因 而 是 特征 函数 . 


人 
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比较 引 理 把 讨论 Jeto) 的 收 伍 性 友 求 它 葛 极限 的 间 题 转化 
为 讨论 exp {于 (inl 一} 的 收 伊 恰 及 求 其 股 限 的 问题 


EA 
3 


valD = Tl) —). 
由 于 EX = fz Perfaz) = 0, 所 以 
中 nn (Wy) 一 > / (fe? 1 iuz) 与 妇 Posteaz] 
= /2 ?Paldz). 
令 
-人 zr? > Par (dz). Be®B. 
则 pn 是 {及 ,BB) 上 的 L-5 测度， 月 - 致 有 界 ， 


jn R) = /= 5 Porldr) = 5 /2 Pldr) = Eon ge 
所 Ld 到 


此 外 ，j 是 关于 开启， 的 不 定 积分 , 其 Raden 导数 二. 
点 do Pr 


同时 


ET oo tu 


0， 当 |z!l 一 ee 时 ， 


克之 
补正 7 2 
eT ol1 ou 全 
2 ~ 3! 当 !z| 0 : 


因而 二 一 二 二 是 一 有 关连 续 函 数 (对 每 一 固定 的 wj, 因此 关 
干 ps 可 积 ， 由 推论 72.7. 可 以 将 各 (人 表示 成 下 述 形式 : 


om blo) = fH plas) 


江 
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以 下 证 明 当 ey"{to 的 极限 存在 时 , 蛋 限 应 具有 ew 的 形式 ， 


{*) wu = fli ea， 


! 了 有 
这 里 yj 是 有 限 L-S 测度 ， mr 一 jp 且 py(RR) < c， 从 而 满足 条 件 
(OC) 期 望 为 0 的 独立 和 的 极限 分 布 的 特征 函数 具有 形式 es(w . 为 
此 先 证 明 以 下 几 个 引 理 . 
3. 引 理 (9 中 的 由 与 相互 唯一 决定 ， 
证 明 只 需 证 4 由 哗 一 决定 . 由 控制 收 全 定理 的 推论 5.4.10 


w= Te nen) 
Ww" (4) = -fe nL{de) 
因此 -wa) 是 有 限 L-8 测度 px 的 特征 函数 (因为 有 限 L-8 测度 
4 除 以 常数 p(R) 就 是 概率 测度 ,其 特征 函数 可 以 完全 类 似 定义 且 
只 有 完全 类 似 的 性 质 ), 由 定理 2.2 的 类 比 ，4 由 -如 完全 决定 ， 
从 而 被 世 所 决定 ， 已 
4. 引 理 沿用 引 理 2 的 条 件 和 记 导 ， 对 一 切 ue RR, eyeto) -~ 
一 g(w) 的 充分 必要 条 件 呈 存在 有 限 L-5 测度 上 使 得 pw 一 上 
此 时 g(w) = ev 其 中 (wu) 出 (*) 式 决定 . 


证 明 因为 对 给 定 的 人生 一 -3 一 在 及 上 有 界 连续 且 当 
了 0 叶 趋 于 一 靠 . 当 x 一 2% 时 区 于 宕 故 由 定理 8.5.4 知 ， 
pn 定 皮革 含 各 ( 一 世 ( 册 ,因而 em -est 条 件 的 充分 性 
获 证 . 

以 下 往 证 条 件 的 必要 性 . 设 ce 和 0 一 g(w), 则 由 jv 一 致 有 界 
及 Helly 选择 定理 的 推论 (8.5.3) 知 存在 子 序列 yw。 一 某 一 p, 于 


知 
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是 由 充分 性 的 证 明知 这 wa 一 四 (ul. 因而 


glu) = exp {f |] . 


车 j 的 另 -- 淡 收 合 的 子 序 询 pw 一 v. 则 我 们 又 有 


gf = exp {f 一 二 va . 
于 是 


(1) [i 一 — Es dr) = 12k(u)n 十 < vdr) 


其 中 k(x) 办 到 区 雪人 的 函数 

由 (1) 知 当 = 0 时 ，k{u) = 0. 注意 到 (1) 式 左 端 函数 及 右 
端 第 二 个 函数 的 连续 性 及 k(u) 从 数 记 u) 三 0. 再 由 引 
理 3 即 知 六 = 六 

由 于 {jw} 的 任意 子 序列 郁 有 淡 收 敛 的 子 序列 ， 旦 淡 收 和 敛 向 
同一 上 于 是 由 推论 8.5.3 即 得 jp 一 下 口 

5. 引 理 每 - - 形 如 ex 的 清 数 ， 其 中 tw) 如 (*) 所 述 ， 才 


是 一 数学 期 望 为 符 ， 方 差 o? = (RR) 的 随机 变量 的 特征 函数 ， 并 
且 是 一 满 是 条 件 (C) 的 和 的 袖 卫 分 布 律 的 特征 多 


证 明 首先 ， 山 于 
一 da 


. Et 1 i 
= ,lim 一 一 一 一 一 Adzh 
Nao f: MN, Ny 本 


其 被 积 钞 数 对 于 给 定 的 u 是 也 上 的 有 界 连 续 醒 数 内 而 可 以 通过 
将 [~ 六 ,NN) 分 成 小 区 间 ， 用 阶梯 函数 的 积分 来 通 近 : 设 分 法 了 工 为 


一 站 一 ng < Enl < < Tnkn, 一 Ny, (0 不 作 分 点 ). 
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令 
kan! Escnk 1] — jpn 
gr (x) 三 > 网 了 kan 
[A Thnk 


于 是 兰 令 i(T) 表示 分 法 工 的 最 大 子 区 间 的 长 度 ， 则 


N tr ; 
上 
di= lim / orz) dp 
/, Ed HTD N,N) (x) 


rt 一 上 , 
= lm 和 iuank + Ang(e re" — 1 
ta 天 二 自 Lam nt 外 ， 


1 

其 中 Mnk 一 2H (eng Tatht1})), nk 一 — MnkTnks bg 一 Tnk-. 由 
Re 

此 可 见 


NN ， 
EMT 一 荆 一 3 
| 
， 证 


是 Peisson 型 特征 函数 (着 苹 服从 参数 为 A 的 Poisson 分 布 , 则 称 
4 十 5X 为 Poisson 型 随机 变 基 ， 其 特征 函数 就 是 ee*+Me -DD) 绩 
积 的 极限 , 旦 易 见 它 在 零点 连续 , 因而 是 特征 晴 数 . 因为 et 也是 
特征 函数 的 极限 旦 连续 ， 所 以 也 是 一 随机 变量 的 特征 函数 . 
6. 推论 在 条 件 (QC) 之 下 ， 若 对 一 切 we 蛋 ， 
a) lm Tl fu) = gg 
存在 ， 则 yu) 必 为 菜 … 随 机 变 基 的 特征 函数 . 且 g(w) = e*t3, 其 
中 wu] 具有 (*) 的 形式 
证 明 由 (1) 中 极限 存在 ， 比 较 引 理 反 ¥。 的 定义 知 对 任何 
及 ， 


im fnxr (lu) 一 limn .oe exp{log 1 fnktw)} 
= lim, exp{D log fae(')} 
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= lim exp{ > log fu (tt) — Bn (tt) jexp{ypn (tn} 


一 lim entu). 


下 一 oO 


再 由 引 理 4 知 gf = ee， 其 中 ylu) 具有 (*) 的 形式 最 后 由 
引 理 5 知 glw) 是 随机 变量 的 特征 未 数 ， 

7. 引 理 e9=(9 一 evi 是 Dont 一 oz 的 充分 必要 条 件 是 
kn 二 ,此 处 =? 是 极限 分 布 的 方 其. 

证 明 由 pn 对 = 交 o24, p(B) = 汪 产 e*9 |= 0 弹 收 
化 的 定义 及 引 理 4 即 得 . 口 

现在 我 们 给 出 有 界 方差 条 件 下 中 心 极 限定 理 的 完整 彼 述 : 

8. 定理 设 对 一 切 neN, nk 一 1, 2,- ,kn, 是 独立 随机 


变量 ， Xn = 0, DXk = 02%. 县 它们 满足 条 件 (C). 则 
1) 如 果 Tin to) 一 9(U)， 对 一 切 w € 到 , 则 gl(w) 必 是 特征 函 


数 日 形 如 ew, 其 中 (4) 由 (*) 定义 . 满足 定理 条 件 的 随机 变量 
和 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 的 特征 函数 与 -一切 形 如 e"(” 的 函数 
类 重合 . 


2) PXnk 二 臣 ， 且 Li (wu) 一 et 的 充分 必要 条 件 是 Hr 二 HH 
其 中 
一 2 TI 
0) mB) f 2 Pra lan), 


而 产 与 区 o 由 人) 式 相 互 唯 - -决定 . 
3) PX = ev 2 一 DX 的 充 要 条 件 
是 (1) 中 的 p 二 > p, 其 中 的 与 VW(w) 由 (9 式 相互 唯一 决定 . 
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对 于 非 中心 化 的 情形 我 们 不 吉 证 明 地 给 出 下 述 定 理 . 有 兴 
的 读者 可 参考 [YWL 第 八 章 82 定理 2 及 其 引 理 . 


9. 定理 设 对 一 切 n E .Xnwk 三 412,… .上 .是 独立 随机 
变量 ， EX = ang; DXk 二 2, 且 它 们 满足 条 件 (C). 则 
1) 如 果 Je 一 gf 对 一切 € 良 , 则 g(w) 必 是 特征 画 


数 且 形 如 ec 其 中 
(1) Fu) = au + / eT -3 ur {dz). 


满足 定理 条 件 的 随机 变量 和 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 律 的 特征 函数 
与 一 切 形 如 etw 的 函数 类 重合 ， 
Xe 一 区, 是 万 (全 一 e509 (和 形 如 (D) 的 充分 必要 


条 件 是 天 ,一声 且 汪 ank 一 0 其 中 


上 = 了 -afdz)， 
2) B=] Paxss -an (dr) 


而 尺 (w) 与 (@, 间 由 (1) 式 相 后 唯一 决定 . 

Xo 一 XX， fs(W) = < 用 于 o2。 DX 的 充 要 条 件 
是 (中 的 i 一 庆 且 Rone 一 其 中 的 Blw) 与 (0 间 咎 
相互 唯一 决定 . 

现在 利用 所 得 到 的 结果 推出 收敛 于 给 定 的 分 布 律 的 条 件 


10. 定理 车 六 nk 一 1,2,- ~ :Rn 独立 ， 3 EX 二 0, 2 一 
DX 有限， 一 4.2. hn meR 且 开 o2 一 1 或 imo3 
天 下 中 


一 了), 则 二 Xs N (此 处 及 以 下 用 w 表示 标准 正 态 随 机 变量 ). 
Kk 


i ns 
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旦 maXO as - = 站 的 和 个性 宣 梨 件 品 
(1) p= > / Pas( 加 ) 一 0 


证 明 正念 律 Yin :的 特征 函数 是 e 皇 , 即 Vlw) = -~ 衬 , 故 
由 (类 与 ofo 相左 的 放 


站 =- 上 上， Li 入 一 {0}) =0. 
站 - 一 [ - 
几 于 已 知人 ET 有) 故人 县 maxonke 
i nk | 
二 的 侈 分 之 牙关 全 二 芭 对 一 切 不 以 0 为 端点 的 下 区 


间 工 有 有 一 情况 下 它 等 价 于 
5 Hl Ve>0. 
B al: 


/ 如 大 et 一， 了 DO<Ei < eo. 
乓 e1 扫 | 了 1 所 


由 Ton 一 1, 这 等 价 于 (1). 而 (1) 成 立时 ， 


max 2 一 mpx 1 2 Px, (dz) & e272+ mex / z2 Px (dr) 


EA 


对 任意 。 > 0 成 立 ， 因 而 条 件 (1) 草 含 maxconk 一 0 口 


特别 ， 设 太 .Xaz… 是 一 独立 随机 变量 序列 ，EX,, DX 存 
在 有 限 ， n= 1,2,-…, 对 一 切 n 取 


XX. — EX n 
Xk = 一 一 一 k= 1,2,... 82 = DY. 
nn =1 


然 它 们 满足 定理 10 的 条 件 , 用 及 表示 也 的 分 布 函数 , 则 ,x 
的 分 布 函 数 Fp(z) = (sn2 十 BXh), 于 是 


gn(e) = 2 人 2 CFA 


lzl2>e 
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-全 


x Es |>< 


一 有 
|z | dF, 


| ~ 


1 
二 [x — EX,|? ar, 
52 >/ 五 其 类 | 党 上 am 


™ k=1 
1 
peat > | lz — EXkl + dF 
1 2+6 
= rs > Ble -ER 


其 中 上 是 任意 正 数 ， 由 此 可 得 下 述 二 推论 . 


11. 定理 (Lindeberg-Feller 定理 ) 设 {X,} 是 独立 随机 变 
量 序列 ， EXn, DX 存在 有 限 ， 则 


Dori(Xk— EEX) 了 NRmax TL 0 


的 充分 必要 条 件 是 对 一 切 s。 > 0, 当 nn 一 oc 时 ， 
名 {s) = 去 2 Boe. |z — EXxl? dPx, — 0. 
上 述 条 件 称 为 Lindeberg 杀 件 . 


12, 定理 (JIanyaoa 定理 ) 设 {Xn} 是 独立 随机 变量 序列 ， 
EXn, DA 存在 有 限 ， 且 对 基 一 6 > 0, 当 天 一 00 时 ， 


1 


2 二 
5 SV EIX: 一 到 Xe 一 0, 
k=1 


则 | 
Dp (Xe 1(Xk 一 — EXr) 卫 NN 
Sn 
13。 推论 若 Xnwk = 1.2 ,kn 独立 ， EXnk = ani 
DXok = ok 有 限 ， 上 = 42 ,hn nN 则 PX 人 afa 
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为 一 实数 ) 的 充分 必要 条 件 是 Dens 一 a 且 


/ [x -ansl dPas 2 0,¥e>0. 
Ek 过 | 一 nk|l 空 E 


证 明 留 作 与 题 . 


14., 定理 若 ng = 1,2,... ,hn 独立 ，， EXnke = Aang 
和 DA = op 有 限 ， 二 1,2,--- ,kr n ENE maxoa, 一 


0 入 一 沪 则 于 Xoe 一 P(A)(PO) 表示 参数 为 ^ 的 Poisson 随 
机 变量 ) 的 充分 必要 条 件 是 DPKne 一 A 且 对 任 一 < > 0 
2- 人 22 dPx,,_EX,, 一 0. 
证 明 留 作 习 题 . 
最 后 ， 我 们 对 满足 条 件 (U) 的 中 心 极限 定理 的 一 般 结果 作 一 
简单 介绍 . 


15。 定义 -个 分 布 律 称 为 无 穷 可 分 律 , 如 果 它 的 特征 函数 
f 具有 性 质 : 对 每 一 mw 存在 一 个 特征 函数 广 , 使 得 f = fe. 这 时 
也 称 特征 函数 f 是 无 穷 可 分 的 . 

16， 定 理 ”任何 有 限 个 无 穷 可 分 的 特征 函数 的 乘积 仍 是 无 穷 
可 分 的 ， 无 穷 可 分 律 的 极限 分 布 仍 是 无 穷 可 分 律 . 


17. 定理 每 一 无 穷 可 分 的 特征 函数 均 具 有 ev 的 形式 ， 其 


中 
人 二 十 2 


加 by) = aaat /ee tu 人 do)， 


其 中 名 为 及 上 有 限 LS 测度 ，a E 取 , 且 浓 与 (ap) 相互 唯一 决 
定 ( 记 作 才 = (te, £1)). 
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18. 定理 {中心 极限 定理 ) 设 {Xx}) 满足 条 件 介 ), 则 
1) 2 Xnk 的 一 切 可 能 的 极限 分 布 是 一 切 无 穷 可 分 律 ; 


2) Xnt 二 驻 、 fy(w) = erto, 其 中 昌 = (oo 站 (为 定理 17 所 
述 ), 的 充分 必要 条 件 是 . 


其 中 
I 
"= /i 7 dPx ,0 ) 
下 
AD- 于 大 这 Px a Be® 
而 


7 是 任意 取 定 的 一 个 正 数 . 
习题 
1. 证 明 推 论 13, 14. 


2. 若 总 在 [-m,a] 上 均匀 分 布 ，n E N, 试 证 {Xn} 满足 
Lindeberg 条 人 忻 . 


3. 设 各 ,Xz,-… 是 独立 随机 变量 序列 ， $= DX 52 一 
光 DX 判断 在 下 述 哪 种 情况 下 


Ds, Es, 了 - 
en TN. 
§n 


1) P(X = —2*) = P(X = 2*) = 3， EkE=1,2,.-..; 
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说 P{X, = —2*} = P(X = 2*) = 27(*+1), 
PlXg=0)=1-2* k=1,2,.. 
ji P(X = k= P(X = —k) = $k ;| 
P(XE =0)=1— hk 1,2,.. 
和 4 设 并 ,下 二 12 汶 iid, 六 1 是 参数 为 上 的 Poisson 随机 
当量 ， 应 用 JIanynos 定理 到 这 ~ 序列 ， 证 明 


5， 证 明 形 如 e*3 (其 中 mu) 为 (*) 所 示 ) 的 特征 函数 是 无 
穷 可 分 的 . 

6. 设 特征 函数 / 是 无 穷 串 分 的 , 试 证 对 一 切 u, f(4) 关 0. ( 提 
示 : 考虑 g(w) = fajlz 证 明 它 仍 是 无 窃 可 分 的 ， 且 914) 恒 不 为 
零 , ) 
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